Elektronisk Institut Danmarks Tekniske Universitet Bygning 349 2800 Lyngby

Eksamensprojekt

Tidsserieprædiktion med rekursive neurale netværk

Udarbejdet af:

Morten With Pedersen C888743

Abstrakt

Denne rapport omhandler rekursive neurale netvȷrk, specielt fuldt forbundne feedback netvȷrk. Der introduceres en lagdelt mŮde at opdatere disse fuldt rekursive netvȷrk pŮ, der kaldes layered RTRL. Det illustreres, at denne har klare fordele fremfor de traditionelle opdateringsmŮder.

For de prȷsenterede arkitekturer udledes de anden a‚edede af den kvadratiske cost funktion, til anvendelse ved optrȷning med andenordens metoder samt beskȷring. De anden a‚edede viser sig at vȷre beregningsmȷssigt meget dyre.

Layered RTRL anvendes til tidsserieprȷdiktion pŮ solpletserien, og cost funktionen optimeres med bŮde sȷdvanlige gradientmetoder samt andenordens metoderne Gauss-Newton samt Newtons metode. Andenordens metoderne resulterer i en dramatisk forfigelse af e¸ektiviteten af optrȷningen.

Optimering med andenordens metoderne afslfirer store konditioneringsproblemer for Hessianmatricen med de anden a‚edede af cost funktionen. Der redegfires for, hvorledes disse problemer opstŮr, ligesom det vises, hvordan problemerne kan afhjȷlpes ved at udvide cost funktionen med et simpelt weight decay.

Der udffires beskȷring af layered RTRL netvȷrk med Optimal Brain Damage samt Optimal Brain Surgeon. De udffirte forsfig viser, at der er stor forskel pŮ de to metoders anvendelighed ved beskȷring af rekursive netvȷrk.

Forord

Denne rapport tjener som dokumentation for et eksamensprojekt i forbindelse med civilingenifirstudiet ved Danmarks Tekniske Universitet. Projektet blev udffirt pŮ Elektronisk Institut med adjunkt Lars Kai Hansen som vejleder. Projektet blev pŮbegyndt i februar 1994 og afsluttet i august 1994.

Jeg vil her rette en stor tak til Henrik Madsen fra Instituttet for Matematisk Modellering for formidling af adgang til G-baren. Uden adgang til det store antal arbejdsstationer i databaren ville mange af de udffirte forsfig ikke have kunnet lade sig gfire. Jeg vil ogsŮ gerne takke Otto Mfinsteds Fond for fikonomisk stfitte til min deltagelse i konferencen ICANN’94 i Sorrento, Italien, samt Lars Kai Hansen for godt rejseselskab. Endelig takker jeg Jan Larsen samt Claus Svarer fra neural netvȷrks gruppen pŮ EI for nyttige diskussioner i nfidens stund.

Lyngby, den 31. august 1994

Morten With Pedersen

C888743

Indholdsfortegnelse

Indledning 1

1 Anvendte optræningsmetoder 8 1.1 Regularisering af cost funktionen . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2 Lokale minima { stopkriterie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.3 Gradient-baserede metoder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4 Andenordens metoder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.4.1 Newtons metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.4.2 Gauss-Newtons metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.4.3 Pseudo Gauss-Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Arkitekturer 15 2.1 Recurrent Cascade-Correlation . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.2 Fuldt forbundne feedback netvȷrk . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2.1 Williams & Zipser { RTRL . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.2.2 Layered RTRL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.3 Beregningsomkostninger for RTRL . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 W&Z RTRL vs. layered RTRL 28 3.1 Ulemper ved W&Z RTRL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 3.2 Simpelt eksempel til sammenligning . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Beskæring af netværk 33 4.1 Optimal Brain Damage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 4.2 Optimal Brain Surgeon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4.3 Akaike’s Final Prediction Error estimat . . . . . . . . . . . . . 41

5 Datasæt 45

6 Optræning af layered RTRL 47 6.1 Indledende forsfig . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 6.2 Analyse af feedback i outputtet . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 6.3 Illustration af cost funktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 6.4 Optrȷning med ffirsteordens metoder . . . . . . . . . . . . . . 55 6.4.1 Real Time Recurrent Learning . . . . . . . . . . . . . . 55 6.4.2 Gradient Descent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

6.5 Optrȷning med andenordens metoder . . . . . . . . . . . . . . 59 6.5.1 Pseudo Gauss-Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 6.5.2 Gauss-Newton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 6.5.3 Newtons metode . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 6.6 Opdeling af vȷgte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 6.7 Forsfig med opdeling af vȷgte . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 6.8 Lineȷre afhȷngigheder mellem vȷgtene . . . . . . . . . . . . . 78 6.9 Opdeling uden lineȷr afhȷngighed . . . . . . . . . . . . . . . 81 6.10 Analyse af Jacobi-matrix . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86 6.11 Sammenfatning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 7 Forsøg med beskæring 95 7.1 Beskrivelse af netvȷrk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 7.2 Genoptrȷning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 7.3 Resultater . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 7.4 Eksempel pŮ netvȷrk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 7.5 Stfirre weight decay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 7.6 Illustration af Hessian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 7.7 Sammenfatning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 8 Konklusion 110

A Multi-layered RTRL 113

B Udvidet OBD & OBS 117 B.1 Optimal Brain Damage med gradient . . . . . . . . . . . . . . 117 B.2 Optimal Brain Surgeon med gradient . . . . . . . . . . . . . . 118

C Iterativ beregning af invers Hessian 121

D Konditionstal for matricer 123

E Yderligere tests med Gauss-Newton 127 E.1 Kombineret optrȷning . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 E.2 Eksterne inputs til outputtet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

F Forsøg: lineær afhængighed 132

G Beregningstider for layered RTRL 142 G.1 Beregningstid for sfigeretning . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 G.2 E¸ektivitet af optrȷningsmetoder . . . . . . . . . . . . . . . . 144

H Programbeskrivelse 148

I Artikel til NIPS’94 154

Litteraturfortegnelse 163

Indledning

Denne rapport omhandler tidsserieprȷdiktion med rekursive neurale netvȷrk. Hvor der i feedforward netvȷrk (se feks. [Hertz 91] for en generel introduktion til neurale netvȷrk) som navnet antyder kun er forbindelse i een retning, fra enhederne i et lag til enhederne i det nȷste, kan rekursive netvȷrk indeholde forbindelser i begge retninger imellem alle enheder, ligesom enhederne kan have forbindelse til sig selv, lokalt feedback ([Haykin 94]).

Outputtet fra et feedforward netvȷrk vil ved prȷsentation af et givet eksempel udelukkende afhȷnge af de til eksemplet knyttede inputs. Outputtet fra et rekursivt netvȷrk vil derimod, pŮ grund af enhedernes indbyrdes forbindelser, yderligere afhȷnge af de foregŮende outputs, og dermed af de foregŮende eksempler. Rekursive netvȷrk er sŮledes i stand til at opbygge en hukommelse om de tidligere prȷsenterede eksempler. Afhȷngigheden af tidligere prȷsenterede eksempler fordrer, at der er tidslig afhȷngighed imellem de prȷsenterede eksempler. Er dette ikke tilfȷldet, vil feedback ikke have mening, idet bidraget fra feedback vȷgtene sŮ blot vil have karakter af stfij.

I [Hertz 91] klassi˛ceres nogle anvendelsesmuligheder for rekursive netvȷrk som:

• Sekvensgenkendelse. Netvȷrket skal producere et bestemt output, efter at en given inputsekvens har vȷret prȷsenteret for netvȷrket.

• Sekvensreproduktion. Netvȷrket skal kunne generere resten af en sekvens, nŮr det har set en del af den.

• Temporal association. Netvȷrket skal generere en eller ‚ere samtidige outputsekvenser pŮ baggrund af en eller ‚ere forskellige inputsekvenser.

En meget anvendt form for sekvensgenkendelse er genkendelse af sekvenser genereret af ˛nite state automata^1, se feks. [Giles 92]. En anvendelse, der falder ind under kategorien temporal association, er tidsserieprȷdiktion, der er en vigtig del af den digitale signalbehandling ([Widrow 85]). Den her anvendte form for tidsserieprȷdiktion sfiger at prȷdiktere en vȷrdi ^x(t) fra en diskret tidsserie udfra en vektor med foregŮende observerede vȷrdier x(t) = [x(t − 1), x(t − 2), . . . , x(t − L)]; L angiver dimensionen af time-delay

1Endelig tilstandsmaskine

rummet, der kaldes lag space ([Weigend 90]). For feedforward netvȷrk er tidsserieprȷdiktion grundigt undersfigt i [Weigend 90, Svarer 93].

Et af de mange valg, der er forbundet med anvendelse af neurale netvȷrk til tidsserieprȷdiktion, er valget af et ’optimalt’ lag space L. Dette valg er langt fra altid indlysende, da L vil afhȷnge af det underliggende samplede dynamiske systems egenskaber, der sfiges modelleret. Een af de interessante egenskaber ved rekursive netvȷrk er, at valget af L ikke er kritisk pŮ samme mŮde som for feedforward netvȷrk, da rekursive netvȷrk som tidligere nȷvnt er i stand til at opbygge intern (i princippet uendelig) hukommelse om de tidligere prȷsenterede eksempler. Rekursive netvȷrk kan sŮledes blot nfijes med et enkelt input x(t − 1) til at prȷdiktere x(t), hvilket kan resultere i meget ’kompakte’ netvȷrk. For feedforward netvȷrk vil det ikke give megen mening med blot et enkelt input x(t − 1), disse vil ikke kunne gfire det meget bedre end den bedste strategi ved random walk ([Weigend 94]), iffilge hvilken ^x(t) = x(t − 1). Det teoretiske fundament for anvendelse af feedforward netvȷrk er beviset for, at de er universelle funktions-approksimatorer ([Haykin 94]). For feedforward netvȷrk er det bevist, at med en lineȷr output enhed kan et neuralt netvȷrk approksimere en vilkŮrlig funktion med arbitrȷr nfijagtighed med maksimalt to lag skjulte enheder, blot der er tilstrȷkkelig med enheder. I beviset indgŮr nogle forholdsvis milde krav til de skjulte enheders aktiveringsfunktion, der alle er opfyldt af sigmoid-funktionerne, herunder den hyppigt anvendte tanh. Ydermere er det bevist, at et enkelt lag skjulte enheder er tilstrȷkkeligt til at approksimere en vilkŮrlig kontinuert funktion. Disse beviser er gennemffirt af Cybenko, se [Haykin 94] for referencer. Beviserne siger dog ikke noget om, hvor mange skjulte enheder, der skal til for en given type funktion.

For rekursive netvȷrk er det tilsvarende vist ([Doya 93]), at et netvȷrk med et lag skjulte enheder, lineȷre outputs og feedback fra outputtet til de skjulte enheder kan approksimere en vilkŮrlig map; en map er en beskrivelse af et dynamisk system ved et sȷt af di¸erensligninger ([Tsonis 94]). Beviset bygger netop pŮ, at feedforward-delen i hvert tidsskridt kan approksimere en vilkŮrlig funktion.

I litteraturen er der efterhŮnden foreslŮet et vȷld af arkitekturer for neurale netvȷrk, der indeholder feedback i en eller anden forstand. En gennemgang af nogle af disse samt referencer kan ˛ndes i [Hertz 91]. Mangfoldigheden af benyttede feedback arkitekturer blev tydeligt understreget ved professor Ah Chung Tsoi’s besfig i april 1994 pŮ Elektronisk Institut, DTU. Under hans foredrag omhandlende prȷdiktion af ˛nansielle tidsserier med rekursive netvȷrk beskrev han talrige varianter af netvȷrk, der benyttede feedback pŮ forskellig vis.

Den mest generelle form for rekursive netvȷrk er de fuldt forbundne feedback netvȷrk, eller fuldt rekursive netvȷrk. For disse netvȷrk gȷlder, at enhver enhed kan vȷre forbundet til alle enheder, inklusive sig selv (lokalt fedback). Dette gfir fuldt rekursive netvȷrk specielt interessante, da de i princippet indeholder alle mindre netvȷrk som specialtilfȷlde; mindre netvȷrk kan opnŮs ved nulstilling af manglende vȷgte.

I [Hertz 91] beskrives den ffirste foreslŮede metode til at optrȷne et sŮdant netvȷrk pŮ, kaldet backpropagation through time (BPTT). For en inputsekvens af lȷngde T bestŮr metoden i at transformere det fuldt forbundne netvȷrk om til et feedforward netvȷrk med T lag; hvert lag indeholder en kopi af samtlige enheder i det fuldt rekursive netvȷrk. Vȷgtene imellem to lag i det ’udfoldede’ netvȷrk svarer til vȷgtene i det fuldt rekursive netvȷrk til det tilsvarende tidsskridt. Opdatering af netvȷrket fra det ene tidsskridt til det nȷste svarer nu til at ffire outputtet fra det ene lag enheder frem til det nȷste, som det gfires ved opdatering af sȷdvanlige feedforward netvȷrk. Dette indebȷrer, at det udfoldede netvȷrk kan optrȷnes med almindelig backpropagation, heraf navnet pŮ metoden.

Den store ulempe ved BPTT er, at det er nfidvendigt at lagre en kopi af alle netvȷrkets vȷgte for hvert af de T tidskridt, som inputsekvensen bestŮr af. Dette betyder, at metoden er sȷrdeles upraktisk, hvis trȷningssȷttet er stort, da den sŮ vil krȷve meget store mȷngder af lagerplads. Metoden er derfor ikke sȷrligt udbredt ([Hertz 91]).

En metode til optrȷning af fuldt rekursive netvȷrk uden at duplikere hele netvȷrket i hvert tidsskridt er beskrevet i [Williams 89]. Metoden indebȷrer iterativ beregning af vȷgtȷndringerne, sŮledes at ’udfoldning’ af netvȷrket undgŮs. Specielt fremhȷves en on line metode kaldet Real Time Recurrent Learning (RTRL), hvor vȷgtene opdateres efter prȷsentation af hvert eksempel. RTRL Ůbner op for muligheden for at have uendelige inputsekvenser til optrȷning, hvilket ikke var muligt med BPTT.

Selvom Williams & Zipsers optrȷningsmetode har gjort det praktisk muligt at anvende fuldt rekursive netvȷrk, er der i litteraturen meget fŮ eksempler pŮ anvendelser af disse netvȷrk. Specielt er det vanskeligt at ˛nde eksempler pŮ anvendelse til tidsserieprȷdiktion, hvilket blev klart under litteraturstudiet til dette projektarbejde. I [Doya 93] bliver der ogsŮ gjort opmȷrksom pŮ litteraturmanglen. Endelig var der ved konferencen ICANN’94 ud af omkring 340 bidrag kun eet ([Guignot 94]), der omhandlede fuldt rekursive netvȷrk.

Det generelle indtryk omkring fuldt rekursive netvȷrk er, at mange taler om dem, men kun fŮ anvender dem i praksis. Mulige Ůrsager kan ˛ndes i indledningen til [Svarer 93]:

While the ultimate tool may be fully recurrent architectures, many problems arise during adaption of these. Even worse, the generalization properties of recurrent networks are not well understood, hence, model optimization is di‹cult.

Lange optrȷningstider angives i [Guignot 94] som Ůrsag til den manglende anvendelse af fuldt rekursive netvȷrk. De generelle vanskeligheder med succesfuld optrȷning af fuldt rekursive netvȷrk blev ogsŮ bekrȷftet af A. C. Tsoi, der berettede om speciel langsommelig og vanskelig optrȷning for denne type netvȷrk. Hans generelle rŮd omkring deres anvendelse var "Don’t touch them! ".

Et fȷlles trȷk for de fundne eksempler pŮ anvendelse af fuldt rekursive netvȷrk er, at de alle benytter de gradientbaserede optrȷningsmetoder, der er beskrevet i [Williams 89]. Dette er tilfȷldet i feks. [Guignot 94, Lindsey 92],[Catfolis 93, Schmidhuber 92] samt i [Giles 92, Giles 94]. A. C. Tsoi benyttede ligeledes disse ffirsteordens metoder til optrȷning af fuldt rekursive netvȷrk, og havde ikke kendskab til, at der var benyttet andre optrȷningsmetoder.

For feedforward netvȷrk er der opnŮet gode resultater med beskȷring ([Haykin 94, Hertz 91]) af netvȷrkene; beskȷring indebȷrer eliminering af over‚fidige vȷgte i hŮbet om at tilpasse netvȷrkets arkitektur til det forhŮndenvȷrende problem, med figet generaliseringsevne til ffilge ([Hertz 91]). Specielt opnŮede Le Cun et al. figet generaliseringsevne med en brfikdel af det oprindelige antal vȷgte ved at benytte beskȷring pŮ deres netvȷrk til genkendelse af hŮndskrevne ZIP codes ([LeCun 90a]). I [Svarer 93] er det ligeledes beskrevet, hvorledes generaliseringsevnen for et feedforward netvȷrk anvendt til tidsserieprȷdiktion blev vȷsentligt forbedret ved kraftig beskȷring.

Som for feedforward netvȷrk er det for rekursive netvȷrk vanskeligt pŮ forhŮnd at bestemme, hvor mange enheder og hvilke vȷgte der er nfidvendige for det givne problem, inden netvȷrket optrȷnes. Derfor er det ogsŮ relevant at udffire beskȷring af rekursive netvȷrk.

For rekursive netvȷrk er beskȷring kun afprfivet i meget begrȷnset omfang, og med forholdsvis primitive metoder. I [Giles 94] bortskȷres efter endt optrȷning den enhed, til hvilken den mindste vȷgtvektor er knyttet. Med vȷgtvektor menes der de indgŮende vȷgte, mens der med ’mindste vektor’ sandsynligvis menes mindst efter den Euklidiske 2-norm. Metoden er meget grov, da der fjernes en hel enhed ad gangen; den kan sŮledes kun anvendes til at give et groft overslag over det nfidvendige antal enheder.

I [Guignot 94] elimineres vȷgtene individuelt. Deres betydning for netvȷrket vurderes ved over et antal iterationer for hver vȷgt at bestemme, hvor stor en brfikdel af det samlede vȷgtede input til enheden, som vȷgten ffirer hen til, der stammer fra den pŮgȷldende vȷgts forbindelse. Er denne brfikdel under en fastsat grȷnse, fjernes vȷgten.

Dette projektarbejdes hovedformŮl er at indffire andenordens metoder i optrȷningen af de fuldt rekursive netvȷrk, for herved at sfige at e¸ektivisere den vanskelige optrȷning af disse. Metoderne implementeres ved iterativ beregning af de a‚edede, pŮ tilsvarende vis som det gfires i [Williams 89]. De andenordens metoder, som her vil blive anvendt, omfatter Gauss-Newtons metode ([Ljung 87, Dennis 83]), der er beregnet til at minimere summen af mindste kvadrater, netop svarende til den benyttede cost funktion (se [Hertz 91]): 1 2 T∑ t=1 [e(t)]^2 , e(t) = x(t) − ^x(t) (0.1)

hvor e(t) angiver netvȷrkets begŮede fejl for hvert af de T eksempler. Der vil ogsŮ blive benyttet en approksimation til Gauss-Newtons metode, der for feedforward netvȷrk er anvendt i feks. [Svarer 93]. Ydermere anvendes Newtons metode ([Hertz 91, Dennis 83]); Newtons metode krȷver beregning af de anden a‚edede af cost funktionen (0.1), hvad der vil blive foretaget for de betragtede arkitekturer. I forbindelse med andenordens metoder kan der opstŮ numeriske problemer under optrȷningen. I dette arbejde vil der blive lagt stor vȷgt pŮ at klarlȷgge, hvorledes de opstŮr, og hvordan de kan afhjȷlpes.

Projektarbejdet vil ogsŮ introducere beskȷring af rekursive netvȷrk med metoderne Optimal Brain Damage ([LeCun 90b]) samt Optimal Brain Surgeon ([Hassibi 93]). Til forskel fra de for rekursive netvȷrk hidtil anvendte metoder til beskȷring sfiger OBD samt OBS at vurdere en vȷgts vigtighed pŮ baggrund af dens betydning for trȷningsfejlen. Metoderne vurderer sŮledes vȷgtene efter deres betydning for det samlede netvȷrks output, hvilket virker mere konstruktivt end at vurdere vȷgtene udfra interne forhold i netvȷrket, uafhȷngigt af outputtet. OBD er for feedforward netvȷrk med stor succes blevet anvendt i [LeCun 90a] samt [Svarer 93], mens der i [Hansen&With 94] var succes med anvendelse af OBS.

Oversigt over rapporten

Denne projektrapport bestŮr af otte kapitler samt ni appendiks. Indholdet af disse er som ffilger:

Kapitel 1 indeholder en gennemgang af de ffirste- og andenordens metoder, der vil blive benyttet til optrȷning af de rekursive netvȷrk. Det angives, hvilket stopkriterie der anvendes for optrȷningsmetoderne, ligesom det beskrives, hvordan cost funktionen udvides med simpelt weight decay for at assistere optrȷningen.

I kapitel 2 beskrives nogle arkitekturer for rekursive netvȷrk. Kapitlet indledes med en gennemgang af arkitekturen Recurrent Cascade Correlation. RCC behandles ikke yderligere i dette arbejde, men medtages af historiske Ůrsager. For fuldt rekursive netvȷrk beskrives Williams & Zipsers metode til opdatering samt trȷning. En ny lagdelt version af denne, kaldet layered RTRL, introduceres. For alle de beskrevne arkitekturer udledes de anden a‚edede af cost funktionen til anvendelse ved optrȷning samt beskȷring. Kapitlet afsluttes med et overslag over beregningsomkostningerne ved optrȷning af fuldt rekursive netvȷrk.

I kapitel 3 sammenlignes W&Z RTRL med layered RTRL, og det illustreres, hvilke fordele layered RTRL har fremfor W&Z RTRL.

Kapitel 4 indeholder en beskrivelse af de metoder, der vil blive benyttet til beskȷring af de rekursive netvȷrk. Udtrykkene for Optimal Brain Damage samt Optimal Brain Surgeon udledes for en regulariseret cost funktion, specielt for en cost funktion udvidet med simpelt weight decay. Kapitlet afsluttes med en kort prȷsentation af Akaike’s Final Prediction Error estimat.

Kapitel 5 indeholder en beskrivelse af solplet-serien, pŮ hvilken de rekursive netvȷrk afprfives. For at kunne sammenligne med feedforward netvȷrk, angives nogle resultater, der i litteraturen er opnŮet for disse.

Kapitel 6 indeholder forsfig med optrȷning af layered RTRL pŮ solpletserien. Kapitlet indledes med et lille eksempel, der illustrerer rekursive netvȷrks evne til at opbygge hukommelse. Dernȷst argumenteres der imod anvendelse af lokalt feedback i et lineȷrt output. E¸ektiviteten af optrȷning med ffirsteordens samt de anvendte andenordens metoder sammenlignes ved kvantitative forsfig. I forsfiget pŮ at hŮndtere problemer, der opstŮr under optrȷningen med andenordensmetoder, deles vȷgtene op i to grupper med hvert sit weight decay. Det vises, hvordan visse af forbindelserne i et fuldt rekursivt netvȷrk med lineȷrt output medffirer lineȷr afhȷngighed mellem nogle af vȷgtene, hvilket kan skabe problemer for andenordens metoderne. Afslutningsvis illustreres det, hvordan lineȷre afhȷngigheder imellem de partielle a‚edede af cost funktionen kan ffire til singularitet i de anden a‚edede.

I kapitel 7 introduceres beskȷring af fuldt rekursive netvȷrk med Optimal Brain Damage samt Optimal Brain Surgeon. Metoderne afprfives pŮ et netvȷrk, hvis optrȷning er beskrevet i kapitel 6.

I kapitel 8 samles de overordnede konklusioner.

Appendiks A indeholder udledninger, der generaliserer udtrykkene for layered RTRL til at omfatte et arbitrȷrt antal lag af skjulte, fuldt forbundne feedback enheder.

I appendiks B udledes der udtryk for OBD samt OBS, hvori der ikke gfires antagelser om, at cost funktionen er trȷnet til et minimum. De udledte udtryk tager sŮledes hfijde for en gradient, der er forskellig fra nul.

I appendiks C beskrives en metode til iterativ beregning af den inverse Hessian for cost funktionen. Beregningsomkostningerne for denne metode sammenlignes med de tilsvarende ved sȷdvanlig matrix-invertering, og det angives, hvilken metode der bfir anvendes i en given situation.

Appendiks D beskriver konditionstal for matricer og den ind‚ydelse pŮ lfisning af lineȷre ligningssystemer, dette kan have.

Appendiks E indeholder forsfig for fuldt rekursive netvȷrk optrȷnet med Gauss-Newtons metode, der supplerer de i kapitel 6 beskrevne.

Appendiks F indeholder et forsfig, der illustrerer nogle af de problemer, som lineȷre afhȷngigheder imellem nogle af vȷgtene i fuldt rekursive netvȷrk med lineȷrt output kan betyde for optrȷning med andenordens metoder.

I appendiks G sammenlignes beregningstiden for en sfigeretning for de forskellige optrȷningsmetoder, nŮr de anvendes pŮ layered RTRL. Beregningstiderne vises som funktion af netvȷrkskompleksiteten, og vȷksten i denne sammenlignes med de overslag, der er foretaget i kapitel 2. Yderligere foretages der for et givet netvȷrk en sammenligning mellem e¸ektiviteten af ffirsteordens og andenordens metoderne, dels af det forbrugte antal iterationer, dels af den tid, som optrȷningen tog.

Appendiks H indeholder en summarisk gennemgang af det udviklede programmel, med kort beskrivelse af hver funktions opgave.

I appendiks I gengives en artikel, der i forbindelse med projektarbejdet er udarbejdet sammen med Lars Kai Hansen. Artiklen er optaget til prȷsentation ved konferencen NIPS’94, der afholdes i Denver, Colorado ultimo november 1994.

Kapitel 1

Anvendte optræningsmetoder

NŮr ffirst cost funktionen er fastlagt, bestŮr optrȷningen af et neuralt netvȷrk i at minimere denne. Denne minimering kan foretages med velkendte numeriske optimeringsmetoder, hvorfor betegnelserne optrȷning og optimering af et netvȷrk vil blive benyttet i ‚ȷng. I nȷste kapitel beskrives en arkitektur kaldet Recurrent Cascade-Correlation (RCC). Ved optrȷning af denne arkitekturs skjulte enheder er der faktisk tale om maksimering, hvilket dog blot svarer til at bestemme minimum for funktionen med modsat fortegn. I det ffilgende vil optimeringen derfor betragtes som et minimeringsproblem.

1.1 Regularisering af cost funktionen

For at assistere optrȷningen, udvides cost funktionen med et regulariseringsled, sŮledes at der optimeres pŮ udtrykket

C(w) = E(w) + 1 2 w^T Dw (1.1)

hvor E(w) er den sȷdvanlige kvadratiske cost funktion

E(w) = 1 2 T∑ t=1 [x(t) − V^o(t)]^2 = 1 2 T∑ t=1 [e(t)]^2 (1.2)

hvor V^o(t) er outputtet fra netvȷrket og x(t) er den finskede targetvȷrdi. I det ffilgende vil regulariseringen have karakter af simpelt weight decay, hvor regulariseringsmatricen D er proportional med enhedsmatricen, D = αI; simpelt weight decay beskrives yderligere i kapitel 4. Regulariseringsleddet vil sŮledes have formen

R(w) = 1 2 αw^T w = 1 2 α nw∑ i=1 w^2_i (1.3)

hvor α er weight decay parameteren og n_w angiver antallet af vȷgte i netvȷrket.

Hensigten med at indffire weight decay er primȷrt at sikre numerisk stabilitet ved anvendelse af andenordens optimering, da det kan forekomme, at matricen af anden a‚edede for cost funktionen E(w) er meget tȷt pŮ at vȷre singulȷr, hvorved den inverse ikke kan beregnes. Weight decay’et indebȷrer, at der lȷgges en hyper-paraboloide ind over cost funktionen og ’trȷkker’ vȷgtene mod nul, hvilket begrȷnser netvȷrkets frihedsgrader. Denne begrȷnsning kan modvirke over˛tting af trȷningseksemplerne med bedre generalisering til ffilge, ligesom det har en ’udglattende’ e¸ekt pŮ cost funktionen, i og med at begrȷnsningen reducerer antallet af reelt opnŮelige lokale minima; ved gentagne optrȷninger bliver de fundne lfisninger sŮ mere entydige.

Ved minimering af kvadratsummen skal α vȷre positiv for at modvirke minima for numerisk store vȷgte. Ved maksimering af feks. korrelationen S for RCC er det maksima for numerisk store vȷgte, der skal undgŮs; α skal i dette tilfȷlde vȷre negativ, som det pŮpeges i [Hansen&With 94].

1.2 Lokale minima { stopkriterie

Sȷdvanlige optimeringsmetoder udnytter, at gradienten i et minimumspunkt w^∗ er nul, ∇C(w^∗) = 0, og sfiger efter disse. Generelle punkter, hvor dette er tilfȷldet, kaldes stationȷre punkter. Ikke alle stationȷre punkter er minima, disse punkter omfatter ogsŮ maksimaer samt sadelpunkter. Bestemmende for punktets klassi˛kation er egenskaberne for Hessianmatricen med de anden afledede i punktet. Et stationȷrt punkt er et minimum, hvis Hessianmatricen i dette er positivt de˛nit. Er Hessianmatricen negativt de˛nit, vil det stationȷre punkt vȷre et maksimum. Er Hessianmatricen ikke-de˛nit, vil det pŮgȷldende stationȷre punkt vȷre et sadelpunkt (se [Tingle¸ 93]).

Mens det sŮledes er forholdsvis simpelt udfra Hessianmatricen at afgfire, om det fundne punkt w^∗ er et minimum, er det sȷrdeles vanskeligt at afgfire, hvorvidt w^∗ er et globalt minimum eller om der ˛ndes et andet stationȷrt punkt w^′, for hvilket der gȷlder C(w^′) < C(w^∗); er dette tilfȷldet, er w^∗ kun etlokalt minimum. Den eneste mŮde, hvorpŮ man kan sandsynliggfire, at w^∗ er global, er ved at gentage optimeringsproceduren for forskellige startpunkter; her skal der dog ydermere tages hfijde for, at w^∗ ikke vil vȷre et entydigt globalt minimum, nŮr optimeringen gȷlder optrȷning af neurale netvȷrk. Dette skyldes blandt andet, at enhederne i et neuralt netvȷrk pga. symmetri kan ombyttes, uden at netvȷrkets funktion ȷndres. Denne permutation af enhederne medffirer igen, at nogle af vȷgtene i vȷgtvektoren w^∗ ombyttes, sŮledes at w^∗ ikke er entydig.

I praksis er konvergens mod et lokalt maksimum ikke et problem, hvis man sikrer sig, at cost funktionen formindskes i hver iteration ([Tingle¸ 93]),

C(w_{k+1}) < C(w_k) (1.4)

Dette hindrer ogsŮ i vid udstrȷkning konvergens mod sadelpunkter, hvilket pŮpeges i [Tingle¸ 93]. Et muligt stopkriterie er C(w_{k−1}) − C(w_k) < ε, men man kan her ikke vȷre sikker pŮ, at det fundne w^∗ er stationȷrt; man har ingen garanti for, at gradienten ∇C(w^∗) = 0. Derfor vil der her (udover maksimum antal iterationer) blive benyttet stopkriteriet

‖ ∇C(w_k) ‖_2 < ε (1.5)

hvor ε er en ’passende’ lille konstant, og ‖ · ‖_2 angiver 2{normen, eller den euklidiske lȷngde.

1.3 Gradient-baserede metoder

For at minimere cost funktionen, kan man benytte gradient-nedstigning, pŮ engelsk gradient descent. Denne metode gŮr ud pŮ at sfige efter minimum for cost funktionen i retning modsat gradienten. Metoden er meget ofte anvendt ved optrȷning af neurale netvȷrk, hvor den kaldes backpropagation pga. mŮden de a‚edede beregnes pŮ, se [Hertz 91]. Vȷgtene opdateres efter udtrykket

´w = −η ∂C ∂w = −η ( ∂E ∂w + αw ) (1.6)

hvor w er en vektor indeholdende samtlige vȷgte i netvȷrket, og η er en positiv konstant, kaldet learning rate, der angiver, hvor stort et ’skridt’, der tages modsat gradientens retning. Opdatering af vȷgtene efter udtrykket 1.6 indebȷrer, at vȷgtene ffirst opdateres, efter at alle trȷningseksempler er prȷsenteret for netvȷrket, hvilket benȷvnes batch mode optrȷning. Alternativt kan opdateringen foretages on line efter prȷsentation af hvert eksempel,

´w = −η ( 1 2 ∂e^2(t) ∂w + αw ) (1.7)

Der er generelt erfaring for, at on line opdateringen er en del hurtigere end batch mode, se [Hertz 91].

Konstanten η skal naturligvis vȷlges sŮledes, at der opnŮs konvergens mod et (lokalt) minimum for C(w). Ved en for stor vȷrdi opnŮs divergens, ved en for lille vȷrdi gŮr optrȷningen i stŮ. NŮr iterationspunktet w_k er sŮ tȷt pŮ et (lokalt) minimum w^∗, at cost funktionen kan beskrives med en kvadratisk approksimation som (1.11), kan det nemt vises (se feks. [Widrow 85]), at η skal vȷlges sŮledes at 0 < η < 2 λ_{max} (1.8)

for at opnŮ konvergens mod minimumet; λ_{max} er den stfirste egenvȷrdi for Hessianmatricen.

Ved batch mode optrȷning bliver det praktisk muligt adaptivt at tilpasse η vha. liniesfigning, sŮledes at denne ikke pŮ forhŮnd skal fastsȷttes ’manuelt’.

Ved liniesfigning forstŮs, at cost funktionen med udgangspunkt i et punkt w_0 undersfiges i en given retning ´w kaldet sfigeretningen, og pŮ denne baggrund bestemmes et η sŮledes, at udtrykket

C(w_0 − η´w) (1.9)

mindskes i denne retning. Hvis udtrykket 1.9 minimeres, kaldes liniesfigningen exact linesearch, og den resulterende gradientmetode kaldes Steepest Descent.

I litteraturen er der beskrevet et vȷld af liniesfigemetoder, se eksempelvis [Dennis 83]. I dette arbejde benyttes dog en simpel heuristisk metode, inspireret af [Svarer 93] samt [Dennis 83], der er let at implementere, og fungerer godt i praksis. Metoden er en inexact linesearch, da den ikke eksakt bestemmer det η, der minimerer udtrykket 1.9, men blot en approksimation til dette. Metoden er som ffilger:

η_{start} initialiseres til en given vȷrdi, feks. een, og C(w_0 − η´w) bestemmes. Hvis dette ikke er mindre end C(w_0), halveres η, og det resulterende nye punkt afprfives. Lykkes det ikke i et bestemt antal halveringer at opnŮ en nedgang i C afsluttes der; ellers undersfiges det, om yderligere halvering af η giver stfirre nedgang i C. Vȷgtvektoren w_0 ȷndres endelig i overensstemmelse med den η_{slut}, der gav den stfirste nedgang i C.

Gradientmetoder er globalt konvergente optimeringsmetoder, hvilket betyder, at de vil konvergere mod et (lokalt) minimum for cost funktionen fra stort set et hvilket som helst startpunkt ([Dennis 83]). Konvergensen er dog lineȷr (se [Dennis 83]), og kan vȷre meget langsom ’tȷt’ pŮ et optimalt punkt w^∗. Hvis den benyttede gradientmetode er steepest descent, vil iterationspunkterne {w_k} ved konvergens mod et (lokalt) minimum w^∗ opfylde

lim sup k → ∞ ‖w_{k+1} − w^∗‖_2 ‖w_k − w^∗‖_2 ≤ c , c^△= ( λ_{max} − λ_{min} λ_{max} + λ_{min} ) (1.10)

hvor λ_{max} samt λ_{min} er hhv. stfirste og mindste egenvȷrdi for Hessianmatricen i punktet w^∗ (se [Dennis 83]). Hvis der i dette punkt er stor forskel pŮ stfirste og mindste egenvȷrdi, svarende til et stort konditionstal (se appendiks D), risikeres det derfor, at konvergensen praktisk taget gŮr i stŮ.

1.4 Andenordens metoder

Andenordens metoder tager udgangspunkt i en Taylorudvikling af den udvidede cost funktion

C(w) ≈ C(w_0) + ´w^T ∇C(w_0) + 1 2 ´w^T H´w (1.11)

hvor w = w_0 + ´w, ∇C(w_0) angiver gradienten af C i punktet w_0, og H = A + αI angiver Hessianmatricen for C(w); A er her matricen med de anden a‚edede af E(w). Heraf ses det, at weight decayet kan modvirke, at H bliver singulȷr ved at ‚ytte egenvȷrdierne, som det beskrives i appendiks D.

Motivationen for at benytte andenordens metoder er dels, at gradientmetoder i praksis kan have problemer med overhovedet at konvergere, dels at optrȷningstiden reduceres pŮ trods af det figede beregningsarbejde i hver iteration.

1.4.1 Newtons metode Newtons metode bestŮr i at bestemme ´w, sŮledes at der opnŮs minimum for udtrykket (1.11). Sȷttes de a‚edede af (1.11) mht. ´w til nul, haves

∇C(w_0) + H´w = 0 ⇕ ´w = −H^{−1}∇C(w_0)

(1.12)

Den resulterende ȷndring af vȷgtvektoren ´w kaldes Newton-skridtet. Af ovenstŮende notation kan man fŮ den opfattelse, at man for at bestemme ´w ffirst skal invertere H, og dernȷst multiplicere denne med den negative gradient. Sȷdvanligvis er det dog hurtigere samt numerisk mere nfijagtigt at lfise ligningssystemet H´w = −∇C(w_0) ([Dennis 83]). Dette understfittes af [MATLAB], hvor det ligeledes anbefales at lfise ligningssystemet direkte. Udover hastighed samt prȷcision er der dog ogsŮ den fordel, at lfisning af ligningssystemet er mere robust overfor en singulȷr Hessianmatrix. Ved singularitet kan H^{−1} ikke beregnes. Hvis blot −∇C(w_0) ligger i det (reducerede) billedrum for H, vil ligningssystemet imidlertid have en lfisning.

Hvis approksimationen (1.11) holder, ses Newtons metode at eliminere problemet med at bestemme learning rate η, men dette forudsȷtter, at approksimationen har minimum i et punkt w, hvor der gȷlder C(w) < C(w_0); hvis cost funktionen er meget ikke-kvadratisk og/eller w_0 ligger ’langt’ fra et lokalt minimum, behfiver dette ingenlunde at vȷre tilfȷldet. I praksis bestemmes vȷgtȷndringen derfor udfra udtrykket

´w = −ηH^{−1}∇C(w_0) (1.13)

hvor η bestemmes ved liniesfigningen beskrevet i afsnit 1.3.

Udtrykkene ovenfor fordrer imidlertid, at H er positivt de˛nit, dvs. udgangspunktet w_0 skal vȷre ’tȷt’ pŮ et (lokalt) minimum, ellers vil sfigeretningen ´w vȷre ’op ad bakke’. I praksis forekommer det under optrȷningen temmelig ofte, at H ikke er positivt de˛nit, hvilket der mŮ tages hfijde for ved implementering. Dette gfires ved at bestemme fortegnet for η sŮledes, at

̸(−∇C(w_0), ´w) < 90^o (1.14)

hvilket gfires udfra fortegnet af prikproduktet mellem gradienten og sfigeretningen:

sign(η) = −sign(∇C(w_0) · ´w) (1.15)

I de tilfȷlde, hvor η for Newtons metode ovenfor bliver negativ, bliver den resulterende sfigeretning ret tilfȷldig. Kravet (1.4) sfirger dog for, at en sŮdan tilfȷldig sfigeretning ikke fŮr katastrofale konsekvenser for konvergensen mod et lokalt minimum. Alternativt kunne man tage et skridt med gradientmetoden beskrevet ovenfor, eller med Gauss-Newton metoden, der beskrives nedenfor.

Newtons metode er en lokalt konvergent optimeringsmetode, hvilket betyder, at den konvergerer mod et (lokalt) minimum, forudsat man er tilstrȷkkelig tȷt pŮ dette; er man for langt vȷk, risikeres det derimod, at metoden konvergerer mod et maksimum eller mod et sadelpunkt ([Dennis 83]), med mindre sfigeretningen inverteres, som det beskrives ovenfor. Newtons metode bfir derfor altid indledes med en globalt konvergent metode, som for eksempel gradient descent. Tilstrȷkkelig tȷt pŮ et minimum w^∗ har Newtons metode den egenskab, at den har kvadratisk konvergens mod w^∗ (se [Dennis 83] for de˛nition), hvilket kan tolkes sŮledes, at antallet af korrekte cifre fordobles i hver iteration.

1.4.2 Gauss-Newtons metode Hessianmatricen H for den udvidede cost funktion C(w) indeholder de anden a‚edede for den kvadratiske cost funktion (1.2), hvor

∂^2E(w) ∂w_i∂w_j = − T∑ t=1 [ e(t) ∂^2V^o(t) ∂w_i∂w_j − ∂V^o(t) ∂w_i · ∂V^o(t) ∂w_j ] = A_{ij} (1.16)

Leddet indeholdende de anden a‚edede af netvȷrkets output kan vȷre vanskeligt at bestemme, og desuden krȷvende at beregne. Hvis det negligeres, resulterer dette i approksimationen

∂^2E(w) ∂w_i∂w_j ≈ T∑ t=1 ∂V^o(t) ∂w_i · ∂V^o(t) ∂w_j (1.17)

Anvendes denne approksimation til Hessianmatricen ved minimering af 1.11 som beskrevet for Newtons metode, kaldes metoden for Gauss-Newtons metode. Gauss-Newton approksimationen til Hessianmatricen bestemt ved 1.17 har den fordel, at den er positivt de˛nit, sŮledes at sfigeretningen for ikkesingulȷre approksimationer aldrig er ’op ad bakke’ (se [Dennis 83]).

Gauss-Newtons metode er vȷsentlig mere robust end Newtons metode, idet den udover at vȷre lokalt konvergent ogsŮ besidder globale konvergensegenskaber, da sfigeretningen altid er ’ned ad bakke’; metoden bfir dog alligevel indledes med en metode med ’sikre’ globale konvergensegenskaber, som for eksempel gradient descent. De lokale konvergensegenskaber afhȷnger af, hvor meget det udeladte andenordens led betyder. Er residualfejlene e(t) nȷr et optimalt punkt w^∗ smŮ, eller er krumningen nȷr dette ringe, vil Gauss-Newtons metode have kvadratisk slutkonvergens, som det er tilfȷldet for Newtons metode; i modsat fald vil slutkonvergensen normalt vȷre lineȷr ([Madsen 91a]). En vurdering af andenordensleddets betydning er dog ikke simpel at foretage, idet der tilsyneladende ikke ˛ndes nogen generelt anerkendt mŮde at gfire dette pŮ ([Nielsen 94]).

Anvendes Gauss-Newton skridtet som sfigeretning for en liniesfigning som den beskrevet i afsnit 1.3, skal metoden egentlig betegnes damped Gauss- Newton ([Dennis 83]).

1.4.3 Pseudo Gauss-Newton Selvom Gauss-Newton approksimationen 1.17 til Hessianmatricen er vȷsentlig simplere at beregne end den fulde Hessian, skal der stadig lfises et ligningssystem i hver iteration for at bestemme sfigeretningen. Udtrykket 1.17 simpli˛ceres derfor ofte yderligere med en diagonal-approksimation, se feks. [LeCun 90b, Svarer 93], idet det antages, at diagonal-elementerne er de mest dominerende, sŮledes at de fivrige elementer kan negligeres, hvilket udtrykkes som^{∂2E(w)}

∂w_i∂w_j = 0 , i ≠ j. Vȷgten wi opdateres nu efter ´w_i = −η ( ∂E(w) ∂w_i + αw_i ) /( ∂^2E(w) ∂w^2_i + α ) (1.18)

hvilket er ȷkvivalent med at benytte Gauss-Newtons metode seperat pŮ hver vȷgt for sig;^{∂2E(w)}_{∂w}2_i beregnes udfra (1.17). Weight decayet ses her at vȷre afgfirende for den numeriske stabilitet, idet nȷvneren ellers ville vȷre omtrent nul i nȷrheden af et stationȷrt punkt. Metoden (1.18) vil i det ffilgende blive betegnet pseudo Gauss-Newton.

Konvergensegenskaberne for denne metode omtales ikke i den sȷdvanlige optimeringslitteratur. Den vil dog sandsynligvis vȷre vȷsentligt langsommere end Gauss-Newton, grundet den grove approksimation.

Udover de ovenfor anffirte eksisterer der et vȷld af optimeringsalgoritmer, feks. konjugerede gradienters metode, diverse quasi-Newton med ‚ere; se feks. [Dennis 83]. Der har ikke vȷret finske om at afprfive disse metoder i dette arbejde, idet det primȷre formŮl her er at introducere andenordens metoder samt approksimationer til disse for rekursive neurale netvȷrk.

Kapitel 2

Arkitekturer

I dette kapitel gennemgŮs de grundlȷggende arkitekturer for de benyttede netvȷrk samt udtryk til anvendelse ved optrȷning. Ved arkitekur forstŮs dels, hvordan enhederne i netvȷrket er indbyrdes forbundet samt forbundet til inputtet, dels hvordan opdateringen af enhedernes output foretages. Netvȷrkstyperne omfatter Recurrent Cascade Correlation og fuldt forbundne feedback netvȷrk opdateret med hhv. Williams & Zipsers RTRL samt en her foreslŮet ȷndring af denne kaldet layered RTRL.

Recurrent Cascade-Correlation behandles ikke yderligere i dette arbejde, men beskrivelsen af arkitekturen medtages af historiske Ůrsager, idet det var den ffirste feedback arkitektur, jeg beskȷftigede mig med. En afprfivning af RCC pŮ solplet-serien kan ˛ndes i [MWP 93]. Yderligere illustrerer arkitekturen den vel nok simpleste mŮde at indffire feedback i et netvȷrk pŮ.

2.1 Recurrent Cascade-Correlation

Cascade-Correlation arkitekturen er beskrevet i [Fahlman 90], og er en lidt utraditionel arkitektur, idet den starter med et lille netvȷrk uden skjulte enheder. Enheder indsȷttes een ad gangen efter hinanden, heraf navnet pŮ arkitekturen, og nŮr en enhed ffirst er indsat, ȷndres dens vȷgte ikke. Hver indsat enhed er forbundet ikke bare til de eksterne inputs til netvȷrket, men ogsŮ til alle de tidligere indsatte enheders output, som det er illustreret pŮ ˛gur 2.1. PŮ denne ˛gur er afbildet ‚ere outputenheder, men da arkitekturen her skal anvendes til tidsserieprȷdiktion, antages det i den ffilgende udledning, at der kun er en enkelt outputenhed.

Den sidste del af arkitekturens navn refererer til den strategi, der benyttes ved optrȷning af en skjult enhed. Enhedens opgave i netvȷrket er at reducere outputenhedens fejl mest muligt, og dette sfiges gjort ved at maksimere korrelationen mellem den skjulte enheds output og outputenhedens residualfejl, e(t) = x(t)−V^o(t). NŮr den skjulte enhed indsȷttes i netvȷrket, vȷgtes dens output pŮ passende vis ved fornyet optrȷning af outputenheden, hvorved residualfejlen for det samlede netvȷrks output reduceres.

- - - 6 6 6 6 d_{•×}•×^• • × ×

•× • • • × × × •

• × × - - � � � � d d +1 inputs skjult enhed 1 skjult enhed 2 output enheder outputs

Figur 2.1: Cascade arkitekturen efter at to enheder er indsat. Vȷgtene markeret med ˛rkanter er konstante efter indsȷttelse, vȷgte markeret med X trȷnes lfibende efter indsȷttelse af en ny skjult enhed.

Outputenhedens output V^o(t) til tiden t de˛neres som

V^o(t) = f n_I∑ i=1 w_ix_i(t) + n_S∑ j=1 w_jV^h_j (t)

(2.1)

hvor n_I angiver antallet af eksterne inputs x_i(t), og n_S angiver antallet af skjulte enheder med output V^h_j (t). Sȷdvanligvis sfiges det for outputenheden at minimere den kvadratiske cost funktion

E(w) = 1 2 T∑ t=1 [e(t)]^2 (2.2)

Optrȷning af outputenheden er forholdsvis simpel at foretage, da det ikke er nfidvendigt af ffire fejlen tilbage gennem de skjulte enheder, idet disses vȷgte holdes konstante. Der vil sŮledes blot vȷre tale om at trȷne en enkelt enhed op; hvis denne enhed er en lineȷr feedforward enhed, kan dette feks. gfires i en enkelt iteration med matrixmetoden beskrevet i [Barton 90].

NŮr outputenheden er er fȷrdigtrȷnet, og hvis man stadig ikke er tilfreds med netvȷrkets prȷstation, kan det hjȷlpe at optrȷne en sŮkaldt kandidatenhed, og derefter indsȷtte denne som skjult enhed i netvȷrket. Til dette har man som nȷvnt brug for outputenhedens residualfejl, sŮ disse mŮ bestemmes og gemmes.

Recurrent Cascade-Correlation er beskrevet i [Fahlman 91]. flndringen i forhold til almindelig Cascade-Correlation bestŮr i, at de skjulte enheder har lokalt feedback, se ˛gur 2.2; sȷttes w_s til nul, opnŮs standard CC.

Lad x(t) vȷre en vektor indeholdende dels de eksterne inputs, dels outputs fra tidligere skjulte enheder til tiden t, og lad I angive sȷttet af indices for x. Kandidatenhedens output til tiden t de˛neres som

V (t) = f[s(t)] = f [ ∑ i∈I x_i(t)w_i + V (t − 1)w_s ] (2.3)

Kapitel 2. Arkitekturer 17

666_{wi} ∑ 6”! #^6 6 w_s

input_i

V(t) �

Figur 2.2: Illustration af rekursiv enheds virkemŮde.

hvor f er aktiveringsfunktionen, og w_s angiver feedbackvȷgten.

Ved optrȷning med gradientmetoder er der brug for de a‚edede af de skjulte enheder. De a‚edede af V (t) er ∂V (t) ∂w = ∂f[s(t)] ∂s(t) · ∂s(t) ∂w hvor ∂s(t) ∂w_i = x_i(t) + w_s ∂V (t − 1) ∂w_i , i ∈ I og ∂s(t) ∂w_s = V (t − 1) + w_s ∂V (t − 1) ∂w_s Ved optrȷning af en kandidatenhed sfiges det ved gennemlfib af trȷningssȷttet at maksimere absolutvȷrdien af korrelationen S mellem kandidatens output V samt outputenhedens residualfejl e(t). S er de˛neret ved udtrykket S = | | | T∑ t=1 (V (t) − V )(e(t) − e) | | | hvor

T angiver antallet af trȷningseksempler, V er middelvȷrdien af V (t) over alle tider t, e(t) er output-enhedens residualfejl til tiden t, og e er middelvȷrdien af output-enhedens residualfejl over alle tidspunkter t i trȷningssȷttet.

Ved optrȷning med gradientopstigning opdateres vȷgtene for kandidatenheden efter udtrykket δw = η ∂S ∂w hvor η er en positiv konstant. De a‚edede af S er ∂S ∂w = σ T∑ t=1 (e(t) − e) ∂V (t) ∂w , S ≠ 0 Her er σ fortegnet for udtrykket mellem numerisktegnene i S.

Ved prȷsentation af det ffirste eksempel til tiden t = 1 sȷttes kandidatens tidligere tilstand til 0, dvs.

V (0) = 0 ∂V (0) ∂w_s = 0 Idet kandidaten ikke har nogen forbindelse til netvȷrket under dens optrȷning, er det muligt at optrȷne ‚ere enheder uafhȷngigt af hinanden. NŮr alle enheder i denne pool er optrȷnet, sammenlignes deres slutvȷrdi for S, og enheden med den stfirste vȷrdi indsȷttes i netvȷrket. Dette tiltag kan hjȷlpe med til at reducere sandsynligheden for, at en ubrugelig enhed indsȷttes permanent i netvȷrket.

Det faktum, at en skjult enheds vȷgte ikke ȷndrer sig, nŮr den ffirst er indsat i netvȷrket, kan udnyttes til at reducere antallet af nfidvendige beregninger betydeligt. For hver skjult enhed kan man umiddelbart ffir dennes indsȷttelse i netvȷrket lagre dens output for alle de benyttede input-mfinstre i bŮde trȷnings- samt testsȷt. Dette betyder sȷrdeles kraftig reducering af optrȷningstiden.

Hessian-matrix for Recurrent CC

I [MWP 93] blev der blot benyttet simple gradientmetoder til optrȷning af kandidatenhederne; her skal der imidlertid angives udtryk, der feks. muliggfir anvendelse af andenordens metoder til optrȷning af disse.

Til brug feks. ved optrȷning med Newtons metode eller OBS-pruning har man brug for de anden a‚edede af korrelationsmŮlet S. I denne udledning antages det igen, at netvȷrket kun har en enkelt outputenhed, som det er tilfȷldet for tidsserieprȷdiktion.

Lad r(t) betegne σ(e(t) − e). Idet σ er en trinfunktion, vil r(t) vȷre en konstant undtagen i specialtilfȷldet S = 0, hvor σ ikke er di¸erentiabel. De anden a‚edede for S ≠ 0 er

∂^2S ∂w_i∂w_j = T∑ t=1 r(t) ∂^2V (t) ∂w_i∂w_j

Kapitel 2. Arkitekturer 19

Herefter beregnes de anden a‚edede for outputtet V (t). For i ∈ I , j ∈ I haves

∂^2V (t) ∂w_i∂w_j = ∂^2f[s(t)] ∂s(t)^2 · ∂s(t) ∂w_i · ∂s(t) ∂w_j + ∂f[s(t)] ∂s(t) w_s ∂^2V (t − 1) ∂w_i∂w_j For i ∈ I haves

∂^2V (t) ∂w_i∂w_s = ∂^2f[s(t)] ∂s(t)^2 · ∂s(t) ∂w_i · ∂s(t) ∂w_s + ∂f[s(t)] ∂s(t) ( w_s ∂^2V (t − 1) ∂w_i∂w_s + ∂V (t − 1) ∂w_i )

= ∂^2V (t) ∂w_s∂w_i og endelig

∂^2V (t) ∂w_s^2 = ∂^2f[s(t)] ∂s(t)^2 · ( ∂s(t) ∂w_s )_2 + ∂f[s(t)] ∂s(t) ( 2 ∂V (t − 1) ∂w_s + w_s ∂^2V (t − 1) ∂w_s^2 )

Det bemȷrkes, at der i udtrykkene indgŮr a‚edede samt anden a‚edede fra t − 1, et tidsskridt tilbage, og at disse sŮledes afhȷnger rekursivt af samtlige forudgŮende udtryk. Ved implementering kan man dog udnytte, at de a‚edede beregnes inkrementelt, sŮledes at udtryk beregnet til tiden t indgŮr i opdateringen til tiden t + 1.

2.2 Fuldt forbundne feedback netvȷrk

Ved fuldt forbundne feedback netvȷrk forstŮs, at alle enheder modtager samtlige inputdata, og samtidig er forbundet med outputtet fra samlige enheder. I ˛gur 2.3 er illustreret et eksempel pŮ et sŮdant netvȷrk.

Fastlȷggelse af sŮdanne netvȷrks input-output relationer samt optrȷning kan foretages pŮ ‚ere mŮder. I dette afsnit gives et resum«e af Williams & Zipsers metode, ligesom der gives en beskrivelse af en ny feedforward-inspireret mŮde at opdatere denne netvȷrkstype pŮ, der kaldes layered RTRL.

Som det vil fremgŮ af det ffilgende, dȷkker betegnelsen RTRL rettelig over en metode til optrȷning af fuldt forbundne feedback netvȷrk. I daglig tale er de fuldt forbundne feedback netvȷrk imidlertid omtalt som RTRLnetvȷrk, hvorfor RTRL i det ffilgende vil blive benyttet i forbindelse med begge begreber; udfra sammenhȷngen vil der dog ikke vȷre megen tvivl om, hvad der menes.

@@ @I ıııı ııııı1 � � � � �ffi

� �` PPPP

PPPPPi BB BB BB BB BM

• •

6

@@ @@I@@@ @R � �`� � - œ - - œ Inputs

V_2

V_0

V_1

Output

Figur 2.3: Fuldt forbundet feedback netvȷrk med tre enheder.

2.2.1 Williams & Zipser { RTRL Williams & Zipsers metode er beskrevet i [Williams 89]. Udgangspunktet er, at samtlige enheder i netvȷrket skal kunne modtage eksterne inputs, ligesom der i hvert tidsskridt skal kunne de˛neres en target-vȷrdi for en vilkŮrlig enhed. Dette opnŮr de ved at lade netvȷrket fungere som en tilstandsmaskine, hvor hver enkelt enhed opdateres udfra en tilstandsvektor z, der indeholder det samlede netvȷrks tilstand til tidsskridtet ffir. Opdateringen af netvȷrket de˛neredes oprindelig som ffilger:

Lad x(t) angive de m eksterne inputs til netvȷrket til tiden t, og lad V(t) angive de n enheders output til tiden t. Ved netvȷrkets tilstand til tiden t forstŮs vektoren z^′(t),

z^′_k(t) = { x_k(t) , k ∈ I V_k(t) , k ∈ U hvor I angiver indices tilhfirende de m inputs, og U angiver indices tilhfirende de n skjulte enheder. Outputtet fra den k’te enhed til tiden t de˛neres som

V_k(t) = f_k [s^′_k(t − 1)] = f_k ∑ j∈I∪U w_{kj}z^′_j(t − 1) = f_k ∑ j∈I w_{kj} x_j(t − 1) + ∑ j∈U w_{kj}V_j (t − 1) hvor f_k angiver aktiveringsfunktionen for den k’te enhed, og w_{kj} angiver vȷgten til enheden k fra enhed/input j.

OvenstŮende fremgangsmŮde kan beskrives pŮ en fuldstȷndig ȷkvivalent form, der falder i trŮd med den traditionelle mŮde at beskrive input-output relationerne for feedforward netvȷrk pŮ, samt letter overskueligheden, nŮr netvȷrkstypen anvendes til tidsserieprȷdiktion.

Vi lader nu z(t) beskrive inputtet til hver enkelt enhed til tiden t,

z_k(t) = { x_k(t) , k ∈ I V_k(t − 1) , k ∈ U Ved tidsserieprȷdiktion er inputs ekskl. bias typisk x(t) = [x(t − 1), x(t − 2), . . . , x(t − L)], hvor L er dimensionen af lag space. Outputtet fra den k’te enhed til tiden t de˛neres nu som

V_k(t) = f_k [s_k(t)] (2.4) = f_k ∑ j∈I∪U w_{kj} z_j(t) = f_k ∑ j∈I w_{kj}x_j(t) + ∑ j∈U w_{kj} V_j(t − 1) Det bemȷrkes, at omskrivningen i forhold til den oprindelige de˛nition blot bestŮr af en omordning af tidsindeks; de efterffilgende udledninger vil blive foretaget for denne omskrivning.

For en vilkŮrlig enhed k kan der speci˛ceres en target-vȷrdi (finsket output) ζ_k(t) til tiden t. Hvis ˙ angiver indices for enheder, hvor en target-vȷrdi er speci˛ceret, kan fejlmŮlet til tiden t for enhederne de˛neres som

e_k(t) = { ζ_k(t) − V_k(t) k ∈˙ 0 ellers

Cost-funktionen for netvȷrket til tiden t er de˛neret til E(t) = 1 2 ∑ k∈U [e_k(t)]^2

og den totale cost funktion er

E(w) = T∑ t=1 E(t)

hvor T angiver antallet af trȷningseksempler, og det ffirste target speci˛ceres til tiden t = 1.

Ved optrȷning kan hver enkelt vȷgt w_{ij} opdateres efter prȷsentation af et trȷningseksempel under anvendelse af gradient-nedstigning efter udtrykket ´w_{ij}(t) = −η ∂E(t) ∂w_{ij} hvor η er en positiv konstant, idet gradienten for E(w) kan separeres i de enkelte tidsskridt. Vȷgtene opdateres sŮledes ikke efter den negative gradient for den totale cost funktion, idet vȷgtene ȷndres gennem prȷsentationen af trȷningssȷttet, men snarere efter en for eksemplet (med fortid) ’lokal’ gradient. Williams & Zipser kalder denne on line opdatering Real Time Recurrent Learning, RTRL.

Alternativt kan vȷgtene opdateres efter den negative gradient for den totale cost funktion E(w), nŮr alle trȷningseksempler er forevist (en epoke), efter udtrykket ´w_{ij} = −η ∂E(w) ∂w_{ij} = −η T∑ t=1 ∂E(t) ∂w_{ij} hvilket betegnes batchmode optrȷning, som det ogsŮ beskrives i kapitel 1.

Ved begge former for opdatering er der efter prȷsentation af hvert eksempel brug for at beregne ∂E(t) ∂w_{ij} = −^∑_{k∈Ω} e_k(t) ∂V_k(t) ∂w_{ij} De a‚edede for de skjulte enheder ˛ndes ved at di¸erentiere udtrykket for disse: ∂V_k(t) ∂w_{ij} = ∂f_k [s_k(t)] ∂s_k(t) · ∂s_k(t) ∂w_{ij} hvor ∂s_k(t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z_j(t) +^∑_{j′ ∈I∪U} w_{kj}′ ∂z_j′ (t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z_j(t) +^∑_{j′ ∈U} w_{kj}′ ∂V_j′ (t − 1) ∂w_{ij} idet ∂z_j(t) ∂w_{ij} = { ∂V_{j(}t_{−1)} ∂w_{ij} , j ∈ U 0 , j ∈ I og hvor δ_{ki} angiver Kroneckers delta δ_{ki} = { 1 k = i 0 ellers Det bemȷrkes, at man for at beregne en enheds a‚edede til tiden t mht. en given vȷgt mŮ have kendskab til samtlige enheders a‚edede til tiden t − 1 mht. den samme vȷgt.

NŮr de ffirste inputs prȷsenteres for netvȷrket til tiden t = 1, det vȷre sig ved optrȷning eller test, sȷttes netvȷrkets interne tidligere tilstand til 0, dvs.

V_k(0) = 0 k ∈ U ∂V_k(0) ∂w_{ij} = 0 k, i ∈ U , j ∈ I ∪ U

Kapitel 2. Arkitekturer 23

ud fra den betragtning, at netvȷrket ikke kan producere output, ffir det bliver pŮvirket af et input.

Hessian for W&Z RTRL Den anden a‚edede af cost-funktionen E(w) beregnes til:

∂^2E(w) ∂w_{ij}∂w_{pq} = − T∑ t=1 ∑ k∈Ω [ e_k(t) ∂^2V_k(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} − ∂V_k(t) ∂w_{ij} · ∂V_k(t) ∂w_{pq} ]

Her er

∂^2V_k(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} = ∂^2f_k [s_k(t)] ∂s_k(t)^2 · ∂s_k(t) ∂w_{ij} · ∂s_k(t) ∂w_{pq} + ∂f_k [s_k(t)] ∂s_k(t) · ∂^2s_k(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} hvor

∂^2s_k(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} = δ_{ki} ∂z_j(t) ∂w_{pq} +^∑_{j′ ∈U} w_{kj}′ ∂^2V_j′ (t − 1) ∂w_{ij}∂w_{pq} + δ_{kp} ∂z_q(t) ∂w_{ij} (2.5)

Hessianmatricens symmetri bfir udnyttes ved implementering, idet lagerforbruget samt beregningernes omfang er temmelig omfattende for selv relativt smŮ netvȷrk.

2.2.2 Layered RTRL I dette afsnit beskrives et alternativ til Williams & Zipsers mŮde at opdatere et fuldt forbundet feedback netvȷrk pŮ. Hvor W&Z lader alle enheder tilhfire samme ’lag’, dvs. opdaterer alle enheder udfra den samme tilstandsvektor, skelner den her beskrevne metode imellem deciderede skjulte enheder og en eller evt. ‚ere output-enheder. Idet metoden her skal benyttes til prȷdiktion af en enkelt samtidig tidsserie, antages det i det ffilgende, at der kun eksisterer een outputenhed; udvidelse af udtrykkene til at omfatte ‚ere, er dog triviel. Denne metode vil i det ffilgende blive betegnet layered RTRL.

Lad igen x(t) angive de m eksterne inputs til netvȷrket til tiden t, og lad V^h(t) angive de n skjulte enheders output til tiden t, og lad endelig V^o(t) angive outputenhedens output til tiden t. Hvor inputtet til enhederne med W&Z’s metode kunne beskrives af en enkelt inputvektor, er det for layered RTRL nfidvendigt med to, een for de skjulte enheder og een for outputenheden.

Inputtet til de skjulte enheder til tiden t de˛neres til

z^h_k (t) = x_k(t) , k ∈ I V^h_k (t − 1) , k ∈ U V^o(t − 1) , k ∈ O hvor I angiver indices tilhfirende de m inputs, U angiver indices tilhfirende de n skjulte enheder og O angiver outputenheden. Yderligere benyttes h

Kapitel 2. Arkitekturer 24

samt o som superscripts for at skelne mellem elementer vedrfirende hhv. de skjulte enheder og outputenheden. Input til outputenheden er

z^o_k(t) = x_k(t) , k ∈ I V^h_k (t) , k ∈ U V^o(t − 1) , k ∈ O hvilket indebȷrer, at de skjulte enheders output beregnes ffirst, og derefter ffires frem til outputenheden, som det ogsŮ er tilfȷldet for feedforward netvȷrk. Ved tidsserieprȷdiktion er inputs ekskl. bias som for W&Z RTRL ligeledes x(t) = [x(t − 1), x(t − 2), . . . , x(t − L)], hvor L er dimensionen af lag space. De skjulte enheders output til tiden t de˛neres som

V^h_k (t) = f^h_k [ s^h_k(t) ]

= f^h_k ∑ j∈I∪U ∪O w_{kj} z^h_j (t) = f^h_k ∑ j∈I w_{kj} x_j(t) + ∑ j∈U w_{kj}V^h_j (t − 1) + w_{ko}V^o(t − 1)

hvor f^h_k igen angiver aktiveringsfunktionen for den k’te skjulte enhed, og w_{ij} angiver vȷgten til enhed i fra enhed/input j. Outputtet fra outputenheden til tiden t de˛neres som

V^o(t) = f^o [s^o(t)] (2.6)

= f^o ∑ j∈I∪U ∪O w_{oj}z^o_j (t) = f^o ∑ j∈I w_{oj}x_j(t) + ∑ j∈U w_{oj}V^h_j (t) + w_{oo}V^o(t − 1)

Cost funktionen de˛neres som tidligere til

E(w) = 1 2 T∑ t=1 [e(t)]^2

hvor e(t) = x(t) − V^o(t) hvis der blot er en enkelt outputenhed. Gradienten af cost funktionen E(w) er ∂E(w) ∂w_{ij} = − T∑ t=1 e(t) ∂V^o(t) ∂w_{ij} Den a‚edede for outputenheden beregnes til ∂V^o(t) ∂w_{ij} = ∂f^o [s^o(t)] ∂s^o(t) · ∂s^o(t) ∂w_{ij}

Kapitel 2. Arkitekturer 25

hvor ∂s^o(t) ∂w_{ij} = δ_{oi}z^o_j (t) +^∑_{j′∈U,O} w_{oj}′ ∂z^o_j′ (t) ∂w_{ij} = δ_{oi}z^o_j (t) +^∑_{j′∈U} w_{oj}′ ∂V^h_j′ (t) ∂w_{ij} + w_{oo} ∂V^o(t − 1) ∂w_{ij} hvori indgŮr de a‚edede af de skjulte enheder ∂V^h_k (t) ∂w_{ij} = ∂f^h_k [ s^h_k(t) ] ∂s^h_k(t) · ∂s^h_k(t) ∂w_{ij} hvor ∂s^h_k(t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z^h_j (t) +^∑_{j′ ∈U,O} w_{kj}′ ∂z^h_j′ (t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z^h_j (t) +^∑_{j′ ∈U} w_{kj}′ ∂V^h_j′ (t − 1) ∂w_{ij} + w_{ko} ∂V^o(t − 1) ∂w_{ij} Som for W&Z RTRL sȷttes alle enheders output samt deres a‚edede til nul til tiden t = 0.

Hessian for layered RTRL Som det blev gjort for W&Z RTRL beregnes Hessianmatricen tilsvarende her for layered RTRL. Den anden a‚edede af cost funktionen E(w) er ∂^2E(w) ∂w_{ij}∂w_{pq} = − T∑ t=1 [ e(t) ∂^2V^o(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} − ∂V^o(t) ∂w_{ij} · ∂V^o(t) ∂w_{pq} ]

Den anden a‚edede af outputtet V^o(t) er

∂^2V^o(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} = ∂^2f^o [s^o(t)] ∂s^o(t)^2 · ∂s^o(t) ∂w_{ij} · ∂s^o(t) ∂w_{pq} + ∂f^o [s^o(t)] ∂s^o(t) · ∂^2s^o(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} hvor

∂^2s^o(t) ∂w_{ij}∂w_{pq} = δ_{oi} ∂z^o_j (t) ∂w_{pq} +^∑_{j′∈U} w_{oj}′ ∂^2V^h_j′ (t) ∂w_{ij}∂w_{pq} + w_{oo} ∂^2V^o(t − 1) ∂w_{ij}∂w_{pq} + δ_{op} ∂z^o_q (t) ∂w_{ij} I dette udtryk indgŮr de anden a‚edede af de skjulte enheders output ∂^2V^h_k (t) ∂w_{ij}∂w_{pq} = ∂^2f^h_k [ s^h_k(t) ] ∂s^h_k(t)^2 · ∂s^h_k(t) ∂w_{ij} · ∂s^h_k(t) ∂w_{pq} + ∂f^h_k [ s^h_k (t) ] ∂s^h_k(t) · ∂^2s^h_k (t) ∂w_{ij}∂w_{pq} hvor ∂^2s^h_k (t) ∂w_{ij}∂w_{pq} = δ_{ki} ∂z^h_j (t) ∂w_{pq} +^∑_{j′∈U} w_{kj}′ ∂^2V^h_j′ (t − 1) ∂w_{ij}∂w_{pq} + w_{ko} ∂^2V^o(t − 1) ∂w_{ij}∂w_{pq} + δ_{kp} ∂z^h_q (t) ∂w_{ij} I forhold til udtrykkene for W&Z RTRL ses det, at udtrykkene for layered RTRL kompliceres yderligere af, at der nu ogsŮ er tidslig afhȷngighed imellem de enkelte elementer i Hessianen.

2.3 Beregningsomkostninger for RTRL

I dette afsnit foretages der et overslag over, hvordan beregningsbyrden for fuldt forbundne feedback netvȷrk afhȷnger af netvȷrkskompleksiteten, nŮr de ovenfor beskrevne udtryk for begge RTRL-opdateringer anvendes. I det ffilgende betragtes et netvȷrk med ialt K enheder og I eksterne inputs inklusive bias.

Nedenfor foretages et overslag over beregningerne for gradienten efter prȷsentation af hvert eksempel. Udtrykkene angiver det akkumulerede antal beregninger:

Antallet af vȷgte K(K + I) Alle enheders output di¸erentieret mht. disse K^2(K + I) Hver a‚edede involverer af stfirrelsesordenen K + I operationer K^2(K + I)^2

Heraf ses, at der til gradienterne krȷves lagerplads af stfirrelsesordenen O(K^3), og at antallet af beregninger er O(K^4).

I [Schmidhuber 92] er beskrevet en algoritme til beregning af gradienten for W&Z RTRL, der angiveligt kan reducere beregningskompleksiteten til O(K^3). Metoden gŮr kort skitseret ud pŮ, at trȷningssȷttet splittes op i sekvenser af lȷngde h. For en sŮdan sekvens ’foldes’ netvȷrket ud i tid, hvilket svarer til BackPropagation Through Time (se [Hertz 91]) for sekvensen. Bidraget fra sekvensen til den totale gradient for RTRLnetvȷrket beregnes herefter ved at benytte almindelig backpropagation pŮ det udfoldede netvȷrk. Det vises, at beregningerne for sekvensen ’koster’ (K +1)O(hK^2 +K^3) ∼ O(K^4) (se [Schmidhuber 92] for uddybelse af udtrykket), sŮ hvis sekvenslȷngden h har stfirrelsesorden O(K), vil hvert tidsskridt krȷve O(K^3). En lignende metode vil ikke blive benyttet her, da optrȷningen ofte vil involvere andenordens metoder, hvor beregning af gradienten ikke vil vȷre den mest signi˛kante beregningsomkostning, hvilket fremgŮr nedenfor.

For den positivt de˛nite del af Hessianmatricen haves:

Gradienter beregnes K^2(K + I)^2 Ydre produkt af gradienter 2K^2(K + I)^2

hertil kommer leddet med de anden a‚edede:

Alle kombinationer af vȷgte K^2(K + I)^2 Anden a‚edede for alle enheder K^3(K + I)^2 Hver anden a‚edede involverer af stfirrelsesordenen K + I operationer K^3(K + I)^3

Heraf ses, at der til de anden a‚edede af alle enhedernes output krȷves lagerplads af stfirrelsesordenen O(K^5), og at antallet af beregninger er af orden O(K^6). Ved anvendelse til feks. beskȷring med Optimal Brain Surgeon (se kapitel 4) benyttes den inverterede af Hessianmatricen. Efterffilgende invertering af Hessianmatricen krȷver med standardmetoder af stfirrelsesordenen O [ (K(K + I))^{log 27]} ∼ O(K^6) operationer (se [Press 92]). I [Hassibi 93] benyttes en iterativ metode til invertering af Hessianmatricen, men dels har udtrykkene for Hessianmatricen her ikke den krȷvede form, dels vises denne metode i appendiks C at vȷre for dyr at benytte ved typiske anvendelser af neurale netvȷrk.

Kapitel 3

W&Z RTRL vs. layered RTRL

I dette kapitel foretages en kvalitativ sammenligning imellem Williams & Zipsers RTRL samt layered RTRL. Ffirst vises ulemperne ved W&Z RTRL for de generelle udtryk, dernȷst illustreres forskellene mellem de to algoritmer med et simpelt eksempel.

3.1 Ulemper ved W&Z RTRL

Ved tidsserieprȷdiktion de˛neres inputvektoren til netvȷrket eksklusive biasinput som tidligere nȷvnt som x(t) = [x(t − 1), . . . , x(t − L)], hvor L angiver dimensionen af lag space. For W&Z RTRL vȷlges en enhed som outputenheden V_0, for hvilken aktiveringsfunktionen f_0 ofte vȷlges til at vȷre lineȷr. Prȷdiktionen af x(t) er nu ^x(t) = f_0 [s_0(t)], de˛neret i (2.4). For at undgŮ at netvȷrket degenererer til en lineȷr model, fjernes outputenhedens direkte forbindelser til de eksterne inputs. Outputtet bliver sŮledes

^x(t) = V_0(t) = ∑ j∈U w_{0j}V_j(t − 1) + w_{bias,0} (3.1)

Idet begyndelsestilstanden for netvȷrket er V(0) = 0, bliver ffirste prȷdiktion ^x(1) = w_{bias,0} (3.2)

der meget vel kan vȷre en dŮrlig prȷdiktion. Den fejlagtige prȷdiktion ffires tilbage i netvȷrket, og benyttes til fremtidige prȷdiktioner, hvilket introducerer en betydelig fejl i de umiddelbart efterffilgende prȷdiktioner.

I (3.1) vises udtrykket for outputtet, nŮr outputenheden ikke modtager de eksterne inputs. Det bemȷrkes, at outputtet til tiden t udover bias samt tidligere outputs er baseret pŮ de interne ’skjulte’ enheders output til tiden t − 1, hvilket igen er beregnet udfra x(t − 1) og dermed udfra x(t − 2), . . . W&Z RTRL vil sŮledes ved fjernelse af de eksterne inputs fra outputenheden sfige at prȷdiktere to skridt frem i tiden, hvilket ikke er hensigtsmȷssigt. Denne iagttagelse medffirer yderligere, at W&Z RTRL ikke indeholder almindelige feedforward netvȷrk som special tilfȷlde, som det hȷvdes i [Williams 89].

Ulemperne med W&Z RTRL beskrevet ovenfor kan undgŮs, hvis man benytter layered RTRL, hvilket fremgŮr af eksemplet nedenfor.

3.2 Simpelt eksempel til sammenligning

Forskellene pŮ de to algoritmer belyses her gennem et eksempel for et simpelt fuldt forbundet feedback netvȷrk, der er afbildet nedenfor pŮ ˛gur (3.1). Nettet bestŮr af to enheder, hvis output benȷvnes V_0 og V_1, samt et en-

6 w_{0i} � �*_{w1i}

6

@@ @@ @I_{w01} @@ @@R^{w10}

œ^{w11}

-^{w00}

• x(t − 1)

V_1

V_0

^x(t)

Figur 3.1: Fuldt forbundet eksempel.

kelt input x. V_0 de˛neres til at vȷre det lineȷre output, og V_1 er sŮledes skjult/intern enhed med en ikke-lineȷr aktiveringsfunktion f. Netvȷrket tȷnkes anvendt til tidsserieprȷdiktion, og hvis elementerne i serien benȷvnes x, haves til tiden t:

input : x(t − 1) prȷdiktion : ^x(t) = V_0(t) target : x(t)

Netvȷrkets output V_0(t) opskrives nu for de to algoritmer udfra udtrykkene (2.4) hhv. (2.6). W&Z RTRL :

V_0(t) = w_{0i}x(t − 1) + w_{00}V_0(t − 1) + w_{01}V_1(t − 1) + w_{bias,0} V_1(t − 1) = f(w_{1i}x(t − 2) + w_{11}V_1(t − 2) + w_{10}V_0(t − 2) + w_{bias,1})

Layered RTRL :

V_0(t) = w_{0i}x(t − 1) + w_{00}V_0(t − 1) + w_{01}V_1(t) + w_{bias,0} V_1(t) = f(w_{1i}x(t − 1) + w_{11}V_1(t − 1) + w_{10}V_0(t − 1) + w_{bias,1})

Forskellen pŮ de to algoritmer ses umiddelbart at bestŮ i, at for W&Z RTRL er V_0(t) en lineȷr funktion af x(t−1) og en ulineȷr funktion af tidligere inputs, i modsȷtning til layered RTRL, hvor ulineariteten ogsŮ omfatter

Figur 3.2: W&Z RTRL et-skridt prȷdiktion af solpletserien. ’Solid’ angiver solpletserien, ’dotted’ angiver prȷdiktionen med W&Z RTRL.

inputtet x(t − 1). Ved opstart af algoritmerne, hvor V_0(0) og V_1(0) er nul, vil den ffirste prȷdiktion V_0(1) for W&Z RTRL sŮledes udelukkende vȷre en lineȷr funktion af inputtet x(0), hvorimod V_0(1) for layered RTRL vil vȷre ikke-lineȷr grundet den lag-delte feedforward-inspirerede struktur.

Hvis outputenheden ikke modtager det eksterne input, svarer dette til, at vȷgten w_{0i} er nulstillet, og netvȷrket tvinges derved til at lave en ulineȷr model af de prȷsenterede data. Dette tiltag vil have nogle uheldige konsekvenser for W&Z RTRL, idet denne algoritme sŮ udviser en vis trȷghed fra et input prȷsenteres for netvȷrket, til det har e¸ekt pŮ outputtet. Prȷdiktionen V_0(t) af vȷrdien x(t) ses i dette tilfȷlde at vȷre baseret pŮ x(t − 2) og tidligere inputs, hvilket svarer til at prȷdiktere to skridt ud i fremtiden.

Hvis nettet som beskrevet ovenfor tvinges til at lave en ikke-lineȷr model, vil W&Z RTRL lide under en degenereret initiel modelleringsevne, idet ffirste prȷdiktion ses at blive V_0(1) = w_{bias,0} dvs. ffirste prȷdiktion vil som vist i forrige afsnit vȷre et gȷt pŮ outputenhedens bias, hvilket hfijst sandsynligt vil vȷre et temmelig dŮrligt gȷt. Netvȷrket vil sŮledes konsekvent startes op med en stor prȷdiktionsfejl, hvilket er sȷrdeles uheldigt, idet fremtidige prȷdiktioner pga. feedback’et til dels baseres pŮ den fejlagtige initielle prȷdiktion.

PŮ ˛gur 3.2 er dette fȷnomen illustreret pŮ solpletserien. Det pŮgȷldende netvȷrk har ˛re enheder, der alle pŮnȷr outputenheden modtager 4 eksterne inputs. Nettets outputenhed har w_{bias} = 0.262, hvilket ses at svare til

� �*_{w1i}

6

@@ @@ @I_{w01}

• x(t − 1)

V_1

V_0

^x(t)

Figur 3.3: Reducering til feedforward.

den ffirste prȷdiktion, der medffirer store unfijagtigheder i de efterffilgende prȷdiktioner.

Til sammenligning vil ffirste prȷdiktion fra layered RTRL vȷre

V_0(1) = w_{01} f(w_{1i}x(0) + w_{bias,1}) + w_{bias,0}

hvilket svarer til, at netvȷrket initielt opffirer sig som et almindeligt feedforward netvȷrk.

Ved beskȷring af de fuldt forbundne feedback netvȷrk vil det vȷre en fordel, hvis disse kan reduceres til et sȷdvanligt feedforward netvȷrk, ifald en sŮdan arkitektur skulle vise sig optimal for den betragtede tidsserie. Det her betragtede netvȷrk vil reduceres til et feedforward netvȷrk, hvis feedbackvȷgtene w_{00}, w_{01} og w_{11} tillige med vȷgten w_{0i} nulstilles, som illustreret pŮ ˛gur (3.3).

Hvis det reducerede netvȷrk opdateres med W&Z RTRL, bliver outputtet

V_0(t) = w_{01}V_1(t − 1) + w_{bias,0} = w_{01}f(w_{1i}x(t − 2) + w_{bias,1}) + w_{bias,0} Det bemȷrkes, at dette netvȷrk, som det var tilfȷldet ovenfor, prȷdikterer to tidsskridt ud i fremtiden og vil lide under opstartsproblemet med, at ffirste prȷdiktion V_0(1) vil vȷre outputenhedens bias.

Til sammenligning reduceres outputtet med layered RTRL til

V_0(t) = w_{01}V_1(t) + w_{bias,0} = w_{01} f(w_{1i}x(t − 1) + w_{bias,1}) + w_{bias,0} hvilket ses at svare til en sȷdvanlig feedforward opdatering.

OvenstŮende sammenligning imellem W&Z RTRL samt layered RTRL afslfirer en del uheldigheder ved W&Z RTRL, nŮr denne anvendes til tidsserieprȷdiktion. Den reducerede modelleringsevne for de seneste eksterne inputs mŮ dog ogsŮ have negativ ind‚ydelse for andre anvendelser sŮsom ˛nite state automata, som af Williams & Zipser hovedsalig afprfives i [Williams 89]. Den eneste situation, hvor W&Z RTRL reelt vil vȷre at foretrȷkke fremfor layered RTRL, er ved anvendelser, hvor der er behov for at speci˛cere targetvȷrdier for forskellige enheder til forskellige tidspunkter.

PŮ baggrund af ovenstŮende sammenligning konkluderes det, at layered RTRL er en mere hensigtsmȷssig algoritme end W&Z RTRL ved langt de ‚este anvendelser. Da dette arbejde omhandler tidsserieprȷdiktion, hvor layered RTRL er vist at have fordele fremfor W&Z RTRL, vil de efterffilgende undersfigelser og forsfig udelukkende blive udffirt for layered RTRL.

Kapitel 4

Beskæring af netværk

Bestemmelse af, hvilken type arkitektur for et neuralt netvȷrk, der bedst egner sig til et givent formŮl, er ikke en simpel opgave. NŮr typen af arkitekturen er fastlagt, stfider man ydermere pŮ problemet med at bestemme den optimale arkitektur. Optimal de˛neres i denne henseende ofte i overensstemmelse med princippet kaldet Ockhams Razor, der er beskrevet i [Thodberg 91]. Princippet gŮr ud pŮ at minimere netvȷrkets funktionelle kapacitet, herunder antallet af vȷgte i netvȷrket, dog sŮledes, at netvȷrket stadig kan uddrage de implicitte regler fra trȷningssȷttet. Ved at tilpasse netvȷrkskompleksiteten til den givne opgave, kan man modvirke over˛tting af trȷningseksemplerne med forhŮbentlig bedre generaliseringsevne til ffilge.

Weight decay

Det sŮledes de˛nerede optimale netvȷrk kan kan sfiges opnŮet ved anvendelse af ‚ere strategier. En simpel metode til at regulere netvȷrkskompleksiteten er weight decay, der lȷgger en begrȷnsning pŮ de vȷrdier, som vȷgtene reelt kan antage. Denne begrȷnsning realiseres i praksis som oftest ved at regularisere cost funktionen. En simpel form for weight decay blev i forbindelse med optrȷningen af netvȷrk introduceret i afsnit 1.1, hvor der til cost funktionen E(w) adderes en konstant gange summen af vȷgtene kvadreret (se [Hertz 91]):

C(w) = E(w) + 1 2 α ∑ i w^2_i

hvor α er weight decay parameteren, der regulerer styrken af decay’et; α er positiv ved minimering af cost funktionen, og negativ med maksimering, se [Hansen&With 94]. Addition af dette led har den e¸ekt, at vȷgtene under optrȷning ’trȷkkes’ imod nul. Dette opnŮs ved, at cost funktionen bliver ’stor’ for numerisk store vȷgte, hvorved minima langt fra origo udviskes. Henfaldet indebȷrer, at der ved gradientnedstigning ved hver opdatering af en vȷgt fratrȷkkes en stfirrelse proportional med vȷgten: w^{ny}_i = (1 − α)w^{gammel}_i

Hvis en vȷgt ikke er nfidvendig for netvȷrket, vil den langsomt blive trukket mod nul, hvorimod nfidvendige vȷgte for rimelige vȷrdier af α til en vis grad vil vȷre i stand til at modstŮ dette trȷk, se [Hertz 91].

I sidstnȷvnte reference ˛ndes der ‚ere andre og mere avancerede forslag til udformning af weight decay’et, men disse vil ikke blive anvendt her.

Arkitektur-tilpasning

Weight decayet beskrevet ovenfor begrȷnser vȷgtenes reelle dynamiske omrŮde, men over‚fidige vȷgte vil ikke nfidvendigvis blive nul under optrȷningen. Alle vȷgte reguleres med samme α, hvilket pŮvirker store de vȷgte forholdsvis mere end de smŮ. Simpelt weight decay er derfor ikke den bedste mŮde at tilpasse antallet af vȷgte i netvȷrket til den aktuelle opgave, hvilket har beregningsmȷssige omkostninger for den fremtidige anvendelse af netvȷrket; desuden kan det ved hardware-implementering af et netvȷrk vȷre finskeligt, at antallet af vȷgte er minimalt, sŮledes at ressourcebehovet begrȷnses.

Den optimale arkitektur kan sfiges opnŮet med i hvert fald to strategier. Den ene gŮr ud pŮ at anvende vȷkst-algoritmer, hvor der startes med et minimalt netvȷrk (feks. en enkelt enhed), og adderes enheder samt vȷgte under optrȷningen, efterhŮnden som der er brug for dem. En sŮdan vȷkstalgoritme er Recurrent Cascade Correlation, der er beskrevet i afsnit 2.1.

Den anden strategi er at optrȷne et rigeligt stort netvȷrk, og derefter fjerne vȷgte/enheder, indtil den finskede optimale arkitektur opnŮs. Tilpasning af netvȷrksarkitekturen til det forhŮndenvȷrende problem indebȷrer at fjerne de ’over‚fidige’ vȷgte fra netvȷrket, dvs. vȷgte der ikke er essentielle for at implementere den bagvedliggende ’regel’ for data. Denne proces kaldes pruning^1, og forlfiber typisk efter ffilgende forskrift:

1. Optrȷn et rigeligt stort netvȷrk.

2. Sort«er vȷgtene efter vigtighed.

3. Elimin«er den eller de mindst betydningsfulde vȷgte.

4. Genoptrȷn det reducerede netvȷrk, og gentag 2), hvis yderligere pruning finskes.

Flere algoritmer er foreslŮet til opdelingen af vȷgtene efter vigtighed. Den mest simple metode er magnitude based pruning, se [Hertz 91], hvor det antages, at vȷgtenes numeriske stfirrelse er et udtryk for deres vigtighed for netvȷrket, sŮledes at de numerisk mindste vȷgte er de mindst betydende, og derfor dem, der skal elimineres. Dette er dog en meget grov antagelse, der kan ffire til eliminering af de forkerte vȷgte.

I det ffilgende beskrives to metoder til pruning af et netvȷrk, der for hver vȷgt estimerer vigtigheden af denne, kaldet saliency. Saliency de˛neres

1beskȷring

som et estimat over, hvilken ȷndring der vil forekomme i cost funktionen, hvis en given vȷgt nulstilles/elimineres, og giver sŮledes et mere velfunderet beslutningsgrundlag at bedfimme vȷgtene pŮ fremfor udfra deres numeriske stfirrelse. Iffilge Websters Encyclopedic Unabridged Dictionary of the English Language er saliency synonymt med vigtighed, hvilket ogsŮ er det, som vurderes: en given vȷgts vigtighed for netvȷrket.

I udledningerne refereres der til ekstremum for cost funktionen. Dette kan substitueres med mimimum eller maksimum, alt efter hvilken type cost funktion man benytter.

4.1 Optimal Brain Damage

I dette afsnit udledes udtrykkene for Optimal Brain Damage, beskrevet i [LeCun 90b], for en regulariseret cost funktion, specielt for en cost funktion udvidet med simpelt weight decay. Resultatet af denne udledning kan ogsŮ ˛ndes i [Svarer 93].

Som tidligere antages cost funktionen at have formen

C(w) = E(w) + 1 2 w^T Dw (4.1)

hvor D er regulariseringsmatricen. Det erindres, at for simpelt weight decay er D proportional med enhedsmatricen, D = αI.

Ideen bag OBD er at nulstille en given vȷgt for den regulariserede cost funktion, der er trȷnet til et lokalt ekstremum, og estimere den resulterende ȷndring i den oprindelige cost funktion E(w), saliency. Dette gfires for alle vȷgte, og disse kan sŮ ordnes efter stfirrelsen af deres respektive saliencies. Om vȷgtene skal elimineres, afgfires af et givet stopkriterie.

Lad det lokale ekstremum for C(w) vȷre w_0. I dette punkt approksimeres den oprindelige cost funktion E(w) med Taylorudviklingen

E(w_0 + δw) = E(w_0) + δw^T ∇E(w_0) + 1 2 δw^T Aδw (4.2)

hvor δw angiver ȷndringen af vektoren w_0, og A angiver Hessianmatricen for E i w_0. Idet punktet w_0 antages at vȷre stationȷrt for C, haves

∇C(w_0) = ∇E(w_0) + Dw_0 = 0 ⇕ ∇E(w_0) = −Dw_0

(4.3)

Dette udtryk indsȷttes i (4.2), hvilket giver

δE = E(w_0 + δw) − E(w_0)

= −δw^T Dw_0 + 1 2 δw^T Aδw (4.4)

Hvis pertubationen δw har karakter af nulstilling af den j’te vȷgt i w_0, δw = −(e^T_j w_0)e_j, hvor e_j er den j’te enhedsvektor, og regulariseringen har form af simpelt weight decay, kan den resulterende ȷndring i den oprindelige cost funktion E skrives som δE_j = ( α + 1 2 ∂^2E(w) ∂w^2_j ) w^2_{0,j} (4.5)

hvor w_{0,j} er det j’te element i w_0.

En vȷsentlig del af OBD-ideen er antagelsen om, at ȷndringen δE ved nulstilling af ‚ere vȷgte i w_0 samtidig kan approksimeres med summen af de estimerede ȷndringer, hvis vȷgtene blev nulstillet hver for sig: δE_D = ∑ j∈D δE_j = ∑ j∈D ( α + 1 2 ∂^2E(w) ∂w^2_j ) w^2_{0,j} (4.6)

hvor D angiver sȷttet af indices for de vȷgte, der nulstilles. Dette er ensbetydende med at antage, at alle ikke-diagonal elementer i A er negligible:

∂^2E(w) ∂w_i∂w_j = 0 , i ≠ j (4.7)

Yderligere approksimeres diagonalelementerne i A oftest pŮ samme mŮde som i (1.17): ∂^2E(w) ∂w^2_i ≈ T∑ t=1 ( ∂V^o(t) ∂w_i )_2

(4.8)

Der opstilles nu en algoritme for pruning med OBD:

1. Cost funktionen C(w) optrȷnes til et ekstremum, w_0.

2. Netvȷrket evalueres efter et givet stopkriterie. Er dette opfyldt, hoppes der til punkt 6, ellers fortsȷttes med punkt 3.

3. Beregn saliencies δE_j for alle vȷgte i punktet w_0.

4. Vȷgtene ordnes efter stfirrelse af saliency.

5. Et antal af vȷgtene med lavest saliency elimineres, og der hoppes til 1.

6. Der er fundet en arkitektur, der opfylder det givne stopkriterie; pruningen er sŮledes tilendebragt.

Et muligt stopkriterie beskrives i afsnit 4.3.

Antallet af vȷgte, der elimineres i hver ’omgang’, fastsȷttes ofte til een eller til en given procentdel af de tilbagevȷrende vȷgte, se feks. [Svarer 93].

4.2 Optimal Brain Surgeon

I dette afsnit udledes udtrykkene for OBS for en regulariseret cost funktion, herunder en cost funktion udvidet med weight decay ([MWP 94] samt [Hansen&With 94]).

Lad den oprindelige cost funktion vȷre E(w), hvor w er vȷgtvektoren. Den udvidede cost funktion til regulariseret optrȷning er igen

C(w) = E(w) + 1 2 w^TDw (4.9)

hvor D er regulariseringsmatricen.

Overordnet set bestŮr metoden i at nulstille en vȷgt for den regulariserede cost funktion, der er trȷnet til et lokalt ekstremum, og under disse forudsȷtninger bestemme den nfidvendige ȷndring af vȷgtvektoren, sŮledes at den regulariserede cost funktion igen nŮr et ekstremum. Ud fra denne optimering kan der gives et estimat af, hvor stor en ȷndring der vil forekomme i den oprindelige cost funktion. PŮ denne baggrund afgfires det, om den pŮgȷldende vȷgt skal nulstilles/fjernes eller ej. Til forskel fra OBD baseres estimatet pŮ den fulde Hessian, ikke blot pŮ en diagonal-approksimation.

Lad det lokale ekstremum for C(w) vȷre w_0. Cost funktionen approksimeres med Taylorudviklingen omkring w_0

C(w) ≈ C(w_0) + 1 2 δw^T(A + D)δw (4.10)

hvor w = w_0 + δw. Ffirsteordensleddet forsvinder, idet w_0 antages at vȷre et ekstremum, og det antages yderligere, at a‚edede af orden stfirre end to er uden betydning. A er matricen med de anden a‚edede af E(w) i punktet w_0; i det efterffilgende benyttes Hessian matricen for C(w), H = A + D.

Herefter nulstilles den j’te vȷgt, hvilket kan udtrykkes som

δw^T_j e_j + w^T_0 e_j = 0 ⇔ δw^T_j e_j = −w^T_0 e_j (4.11)

hvor e_j er den j’te enhedsvektor. Udtrykket (4.10) skal nu optimeres under lighedsbibetingelsen [Madsen 91b] (4.11), og til dette formŮl indffires Lagrange funktionen ~C_j(w) = C(w) + γ_j(δw_j + w_0)^Te_j (4.12)

hvor C(w) er approksimationen (4.10). Koe‹cienten γ_j er en Lagrange multiplikator, og δw_j samt γ_j skal bestemmes sŮledes, at udtrykket (4.12) er optimalt, samtidig med at bibetingelsen (4.11) er opfyldt.

Ffirst bestemmes δw_j, sŮledes at der opnŮs et ekstremum for (4.12). Dette gfires ved at sȷtte den a‚edede af udtrykket lig nul: ∂C(w) ∂(δw_j) + γj ej = 0 ⇕ Hδw_j + γ_j e_j = 0 ⇕ δw_j = −γ_jH^{−1}e_j

(4.13)

Til at bestemme det tilhfirende γ_j benyttes (4.13) indsat i (4.11):

γ_je^T_j H^{−1}e_j = w^T_0 e_j ⇕ γ_j =^{wT0 ej}

e^T_j H^{−1}e_j

(4.14)

’Genoptrȷningen’ efter nulstilling af den j’te vȷgt indebȷrer sŮledes en ȷndring af vȷgt-vektoren, der bestemmes ved indsȷttelse af (4.14) i (4.13):

δw_j = − w^T_0 e_j e^T_j H^{−1}e_j

H^{−1}e_j (4.15)

Med dette udtryk er det nu muligt at estimere ȷndringen i den oprindelige cost funktion, dvs. saliency for E(w). Funktionen Taylorudvikles som C(w) omkring w_0, hvilket giver

E_j (w) = E(w_0) + δw^T_j ∇E(w_0) + 1 2 δw^T_j Aδw_j (4.16)

Ffirsteordensleddet i udtrykket (4.16) kan bestemmes udfra den regulariserede cost funktion C(w), idet der i punktet w_0 antages at gȷlde

∇C(w_0) = ∇E(w_0) + Dw_0 = 0 ⇔ ∇E(w_0) = −Dw_0 (4.17)

Dette udtryk indsȷttes i (4.16), hvilket giver

δE_j(w) = −δw^T_j Dw_0 + 1 2 δw^T_j Aδw_j (4.18)

hvor δE_j(w) = E_j (w) − E(w_0). Endelig indsȷttes ȷndringen for genoptrȷningen (4.13) i (4.18), og udtrykket, der approksimerer saliency ved nulstilling af den j’te vȷgt, bliver

δE_j(w) = γ_je^T_j H^{−1}Dw_0 + 1 2 γ^2_j e^T_j H^{−1}AH^{−1}e_j (4.19)

Det bemȷrkes, at hvis der ikke benyttes regularisering, svarende til at D = 0, reducerer (4.19) til det, der blev udledt i [Hassibi 93]: δE_{j,OBS}(w) = 1 2 γ^2_j e^T_j A^{−1}e_j = 1 2 (w^T_0 e_j)^2 e^T_j A^{−1}e_j = 1 2 w^2_{0,j} A^{−1}_{jj} (4.20)

hvor w_{0,j} er den j’te komponent af vȷgtvektoren i ekstremumet w_0, og A^{−1}_{jj} er det j’te diagonalelement i den inverse Hessian matrix A^{−1} for E(w) i w_0.

Udtrykket (4.19) er beregningsmȷssigt temmelig kompliceret, men kan simpli˛ceres en smule, hvis regulariseringen har karakter af simpelt weight decay, sŮledes at H = A + αI. I dette tilfȷlde beregnes saliency til

δE_j(w) = αγ_j e^T_j H^{−1}w_0 + 1 2 γ^2_j e^T_j H^{−1}(H − D)H^{−1}e_j = α w^T_0 e_j(e^T_j H^{−1}w_0) e^T_j H^{−1}e_j + 1 2 (w^T_0 e_j)^2 (e^T_j H^{−1}e_j)^2 ( e^T_j H^{−1}e_j − αe^T_j H^{−2}e_j )

= 1 2 (w^T_0 e_j)^2 e^T_j H^{−1}e_j + α ( w^T_0 e_j(e^T_j H^{−1}w_0)

e^T_j H^{−1}e_j − 1 2 (w^T_0 e_j)^2e^T_j H^{−2}e_j (e^T_j H^{−1}e_j)^2 )

= 1 2 w^2_{0,j} H^{−1}_{jj} + α ( w_{0,j}(e^T_j H^{−1}w_0) H^{−1}_{jj} − 1 2 w^2_{0,j}H^{−2}_{jj} (H^{−1}_{jj} )^2 ) (4.21)

Dette udtryk afviger fra det tilsvarende udtryk i [Hansen&With 94] med en faktor w^2_{0,j} pŮ sidste led, idet der i artiklen beklageligvis har indsneget sig en typogra˛sk fejl; den vȷre hermed rettet.

Der kan nu opstilles en algoritme for pruning med OBS:

1. Optrȷn cost funktionen C(w) til et ekstremum, w_0.

2. Netvȷrket evalueres efter et givet stopkriterie. Er dette opfyldt hoppes der til punkt 6, ellers fortsȷttes der med punkt 3.

3. Beregn H^{−1} i punktet w_0.

4. For alle vȷgte j i w_0 bestemmes den tilhfirende saliency δE_j. Hvis den mindste δE_j resulterer i en ȷndring af E(w), der overholder stopkriteriet fra punkt 2, kan vȷgt j nulstilles/fjernes, og der fortsȷttes med punkt 5. I modsat fald hoppes der til punkt 6.

5. Alle vȷgte ȷndres i overensstemmelse med udtrykket (4.15) for det j, der blev bestemt i punkt 4, hvilket resulterer i et nyt ekstremum w_0; der fortsȷttes med punkt 2.

6. Der kan ikke fjernes ‚ere vȷgte, uden at ȷndringen af E(w) bliver for stor; pruningen er sŮledes tilendebragt.

Udfra ovenstŮende algoritme bemȷrkes det, at der kun kan fjernes een vȷgt ad gangen, og H^{−1} skal beregnes pŮny hver gang dette forekommer, hvilket er temmelig beregningskrȷvende. I [Hassibi 93] lȷgges der dog op til at benytte Gauss-Newton approksimationen til Hessian matricen, dvs. udtrykket (1.17), hvilket letter beregningerne noget. Selve inverteringen foreslŮr de bliver udffirt iterativt under anvendelse af udtrykket

(A + B · C · D)^{−1} = A^{−1} − A^{−1} · B · (C^{−1} + D · A^{−1} · B)^{−1} · D · A^{−1} (4.22)

men hvis optrȷningen kan foregŮ o¸ line vil dette ikke kunne betale sig fremfor almindelig Hessian-beregning med efterffilgende matrix-invertering, i det mindste ikke for rimelige forhold imellem antal vȷgte og antal trȷningseksempler, som det vises i appendiks C.

OBS er oprindeligt formuleret sŮledes, at det ikke er nfidvendigt med yderligere retraining af de tilbageblevne vȷgte. Denne formulering er dog helt afhȷngig af, at approksimationen (4.10) er god, og bliver ved med at vȷre det gennem hele pruning-forlfibet. Er dette ikke tilfȷldet, risikeres det, at gradienten for C(w) i de nye punkter ikke er nul. Udover ringere saliency-estimater betyder dette, at genoptrȷningen (4.15) bliver fejlagtig, eller i hvert fald utilstrȷkkelig. Det skal derfor her anbefales, at en vȷgteliminering efterffilges af yderligere genoptrȷning, feks. med metoderne beskrevet i kapitel 1, inden den inverse Hessian beregnes pŮny. Gradienten vil dermed med vȷsentlig stfirre sikkerhed vȷre nul, sŮledes at usikkerheden pŮ saliency-estimaterne vil formindskes.

Af udledningerne for OBD samt OBS ovenfor fremgŮr det, at en vȷsentlig forskel pŮ de to metoder er, at OBS opererer med den fulde (Gauss-Newton) Hessian, hvorimod OBD negligerer alle elementer udenfor diagonalen; i teorien betyder dette, at saliency-estimaterne for OBS bfir vȷre mere pŮlidelige end for OBD. Hvis antagelserne for OBD imidlertid holder, er saliencies for de enkelte vȷgte additive, sŮledes at man kan vurdere ȷndringen i cost funktionen ved eliminering af ‚ere vȷgte ved at addere vȷgtenes respektive saliencies, hvilket ikke umiddelbart er muligt for OBS.

En anden stor forskel pŮ de to metoder bestŮr i, hvad saliency egentlig giver udtryk for. For OBD giver saliency δE_j et estimat for ȷndringen i cost funktionen, hvis en vȷgt j nulstilles. Estimatet udtaler sig sŮledes om ȷndringen i cost funktionen ffir retraining, men siger ikke noget om, hvordan ȷndringen vil vȷre efter retraining. Efter retraining vil cost funktionen vȷre enten formindsket eller uȷndret. For OBD vil saliency δE^{f ør}_j ffir retraining derfor angive et estimat for den fivre grȷnse for ȷndringen i cost funktionen efter retraining δE^{efter}_j , δE^{f ør}_j ≥ δE^{efter}_j som det pŮpeges i [Gorodkin 93].

OBS-metoden sfiger ved eliminering af en vȷgt at bestemme, hvorledes de tilbageblevne vȷgte skal justeres, for at den reducerede cost funktion igen nŮr et ekstremum; metoden har sŮledes ’indbygget’ retraining, og saliency giver et estimat for ȷndringen i cost funktionen efter denne retraining, i modsȷtning til OBD.

Fȷlles for metoderne er antagelsen om, at cost funktionen kan approksimeres med en andenordens Taylorudvikling omkring udgangspunktet w_0, selv i en ’stor’ omegn af dette. Denne antagelse kan vȷre meget grov, da cost funktionen oftest er kraftigt ’ukvadratisk’. Saliency-estimaterne kan derfor trȷ¸e at vȷre sŮ fejlbehȷftede, at der elimineres vȷgte, der ffirer til en meget stor ȷndring i cost funktionen, der ikke kan udlignes med retraining. I dette tilfȷlde vil netvȷrkets funktion sandsynligvis vȷre spoleret sŮ kraftigt, at stopkriteriet afbryder videre pruning.

En anden antagelse for OBD samt OBS er, at gradienten i udgangspunktet w_0 er nul. Hvis netvȷrket er optrȷnet med gradientmetoder (eller anden ordensmetode med utilstrȷkkelig regularisering, se kapitel 6), kan man ydermere komme ud for, at gradienterne i slutpunktet er sŮ store, at de ikke kan negligeres. For at fige andenordens-approksimationernes pŮlidelighed, kan det derfor vȷre finskvȷrdigt at benytte udtryk for OBD og OBS, hvor gradienten er medtaget i udledningen. I appendiks B er sŮdanne udledninger foretaget for bŮde OBD samt OBS.

’Sand’ saliency

Alt efter netvȷrkets stfirrelse samt antallet af trȷningseksempler er det overkommeligt at beregne den ’sande’ saliency, dvs. den rigtige ȷndring af den kvadratiske cost funktion, fremfor at estimere denne. Vȷgtvektoren ȷndres simpelthen i overensstemmelse med speci˛kationerne for enten OBD eller OBS, og den oprindelige cost funktion E(w) evalueres i det resulterende punkt, og sammenlignes med sin oprindelige vȷrdi E(w_0). Med denne metode fjernes risikoen for at eliminere en forkert vȷgt grundet fejlagtige saliency-estimater; omkostningen er dog vȷsentligt figet beregningsarbejde.

4.3 Akaike’s Final Prediction Error estimat

Som det fremgŮr af algoritmerne ovenfor, er der behov for et stopkriterie, der kan afgfire, hvornŮr den opnŮede arkitektur er optimal; ved optimal forstŮs her optimal generaliseringsevne. For feedforward netvȷrk er Akaike’s Final Prediction Error estimat anvendt til dette formŮl med succes, se feks. [Svarer 93]. Estimatet sfiger at estimere den gennemsnitlige kvadratiske testfejl udfra fejlen pŮ trȷningssȷttet med udtrykket ^E_{test} = p + N p − N E_{train} (4.23) hvor p er antallet af trȷningseksempler og N er antallet af frie parametre i netvȷrket. En formel udledning af udtrykket kan feks. ˛ndes i [Rasmussen 93], og resultatet skitseres kort nedenfor. I udledningen gfires ffilgende antagelser:

• Uafhȷngighed mellem input og fejlen pŮ outputtet.

• Tilstrȷkkelig kapacitet, dvs. netvȷrket skal vȷre i stand til at lȷre den bagvedliggende regel.

• Mange eksempler pr. vȷgt: N/p → 0.

Akaike’s FPE-estimat sfiger at estimere trȷningsfejlen givet ved den sȷdvanlige kvadratiske cost funktion (1.2) samt testfejlen i middel, nŮr der midles over alle mulige trȷningssȷt af en given stfirrelse fra den underliggende fordeling af trȷningseksempler, kaldet lȷreren. De optrȷnede studenter approksimeres med en ffirsteordens udvikling i vȷgt‚uktuationer omkring lȷrerfunktionen. Herudfra udledes et udtryk for trȷningsfejlen samt testfejlen i middel over alle mulige trȷningssȷt. De resulterende udtryk er ⟨E_{train}⟩_p = p − N p · σ^2 + O ( N p )_2 (4.24)

samt ⟨E_{test}⟩_p = p + N p · σ^2 + O ( N p )_2 (4.25)

hvor ⟨· · ·⟩_p angiver middel over alle trȷningssȷt af stfirrelse p. N angiver som nȷvnt ovenfor antallet af parametre i netvȷrket, og σ^2 angiver variansen af stfijen pŮ data. Det bemȷrkes, at ⟨E_{train}⟩_p ligger lavere end stfijniveauet, mens ⟨E_{test}⟩_p ligger over, svarende til at studenterne har ’lȷrt’ noget af stfijen. Udfra disse udtryk kan man dels opnŮ Akaike’s formel, ⟨E_{test}⟩_p = p + N p − N ⟨E_{train}⟩_p (4.26) dels et udtryk for stfijniveauet

σ^2 = p p − N ⟨E_{train}⟩_p (4.27) Ved optrȷning af et neuralt netvȷrk har man ofte kun et enkelt, sparsomt trȷningssȷt; dette er feks. tilfȷldet for solpletserien, der beskrives i kapitel 5. Derfor tilnȷrmes ⟨E_{train}⟩_p blot med den faktisk opnŮede trȷningsfejl E_{train}, hvilket resulterer i udtrykket (4.23) ovenfor.

Idet den kvadratiske cost funktion er udvidet med et weight decay, er der som nȷvnt i afsnit 1.1 lagt bŮnd pŮ netvȷrkets frihedsgrader. Dette burde der tages hfijde for ved angivelsen af N, som det ogsŮ gfires i [Svarer 93]. Jeg har her valgt at antage, at forskellen imellem det e¸ektive antal parametre og det faktiske antal parametre er ubetydelig, og N sȷttes derfor til det faktiske antal parametre.

Med Akaike’s FPE-estimat er det nu muligt at estimere generaliseringsfejlen for hvert netvȷrk i pruning-proceduren, og der vȷlges det netvȷrk, der havde den laveste estimerede generaliseringsfejl.

Behandling af Akaike’s FPE-estimat ifivrigt ligger uden for rammerne af dette projektarbejde. Det antages her uden videre, at FPE-estimatet ogsŮ har berettigelse for rekursive netvȷrk, selvom der hersker tvivl om, i hvilken udstrȷkning estimatet har gyldighed for tidsserieprȷdiktion med rekursive netvȷrk.

I det ffilgende gfires der nogle ’uforpligtende’ overvejelser omkring, hvad der skal gȷlde for et feedback system, for at udledningerne af FPE-estimatet

F_w∗ - x^α - z^{α−1} - æßœ¸^{+ - tα}_{6να}

Figur 4.1: Model af lȷrerfunktionen for et feedback netvȷrk.

i [Rasmussen 93] og de d«er gjorte antagelser kan overffires pŮ, og foretages tilsvarende for, et feedback system. Overvejelserne er baseret pŮ ([Hansen 94b]).

I ˛gur 4.1 vises en model af et feedback system med angivelse af lȷrerfunktionen F_w∗ . x^α er eksterne inputs til lȷreren til tidspunkt α. Lȷrerens output de˛neret ved z^α = F_w∗ ( z^{α−1} , x^α ) (4.28)

antages at vȷre et stfijfrit feedback system. t^α er observationer af dette system, ’forurenet’ med additiv, uafhȷngig stfij:

t^α = z^α + ν^α ν^α ∈ N ( 0, σ^{2)} (4.29)

Studenterne sfiger at efterligne lȷrerfunktionen ved at minimere den kvadratiske cost funktion E = 1 2 T∑ α=1 ( t^α − F_w ( ^t^{α−1} , x^{α))2} (4.30)

hvor F_w^(^t^{α−1} , x^{α)} er en students output til tidspunktet α. En students system antages at have samme opbygning som lȷreren i ˛gur 4.1. Som for feedforward netvȷrk antages det, at studenten har adgang til de samme inputs x^α som lȷreren. For feedback systemer antages det ydermere, at de anvendte tidligere tilstande ^t^{α−1} udelukkende afhȷnger af de tidligere vȷrdier af x, sŮledes at de er uafhȷngige af stfijen ν. Dette er netop tilfȷldet, hvis studenten har samme opbygning som lȷreren, og modtager de samme inputs x^α.

Under disse antagelser, der ikke afviger fra de tilsvarende antagelser for feedforward netvȷrk, approksimeres studenten som i [Rasmussen 93] med en ffirsteordens udvikling i vȷgt‚uktuationer omkring lȷrerfunktionen F_w ( ^t^{α−1} , x^{α)} ≈ F_{w∗}^(z^{α−1} , x^{α)} + ∂F ∂w | | | w^∗ ( z^{α−1} , x^α ) · δw (4.31)

hvorefter FPE-estimatet kan udledes som i [Rasmussen 93].

Ved sȷdvanlig et-skridts prȷdiktion af en tidsserie har studenten ikke adgang til x^α, men kun til et lag space af tidligere stfijfyldte observationer af lȷrerens output, t = z + ν. Hverken studentens input eller tidligere output

^t^{α−1} er i dette tilfȷlde uafhȷngige af stfijen ν, hvorfor der i (4.31) yderligere vil forekomme a‚edede mht. stfijen.

Hvis det imidlertid antages, at lȷreren og studenten kfirer closed loop, dvs. ikke modtager eksterne inputs x^α, vil studentens tidligere output ^t^{α−1} vȷre uafhȷngig af stfijen ν, sŮledes at (4.31) er gyldig. Dette specielle tilfȷlde svarer til itereret prȷdiktion ([Weigend 90]), hvor netvȷrket udelukkende baserer sine prȷdiktioner pŮ egne tidligere outputs.

Kapitel 5

Datasæt

Solplet-serien

Solplet-serien er et datasȷt, der har udviklet sig til en vigtig benchmark indenfor neurale netvȷrk, se feks. [Weigend 90] og [Svarer 93]. Det skal ogsŮ anvendes her, sŮledes at det er muligt at sammenligne resultaterne, der her opnŮs for de rekursive netvȷrk med dem, der i litteraturen er opnŮet med feedforward netvȷrk.

Datasȷttet bestŮr af gennemsnit for den Ůrlige solplet-aktivitet fra 1700 til 1979, 280 punkter ialt; data er normeret til intervallet [0; 1]. Pletterne pŮ solen skyldes, at solens di¸erentielle rotation forvrider, og dermed nedbryder, dens magnetfelt gennem dannelse af dipolpar, der lokalt afkfiler over‚aden. Det gennemsnitlige antal varierer fra Ůr til Ůr pŮ overvejende periodisk vis med en frekvens pŮ omring 11 Ůr, som det fremgŮr af ˛gur 5.1.

Datasȷttet deles normalt op i et trȷningssȷt fra 1700 til og med 1920 samt i to testsȷt fra hhv. 1921 til og med 1955 samt 1956 til og med 1979. Antallet af trȷningseksempler er sŮledes p_{train} = 221 − L, hvor L er antallet af forsinkede inputs, dimensionen af lag space.

Ïrsagen, til at testsȷttet er delt op i to dele, er, at anden del er meget atypisk i forhold til det fivrige datasȷt. Der vil derfor i de senere undersfigelser blive lagt stfirst vȷgt pŮ generaliseringsevnen for testsȷt 1 (1921{1955).

Performance for et netvȷrk pŮ et af ovenstŮende subset bestemmes udfra udtrykket ARV_{set} = 1 σ^2 1 p_{set} ∑ α∈set (x^α − ^x^α)^2 (5.1)

hvor ARV stŮr for Average Relative Variance. σ^2 angiver variansen for hele datasȷttet, p_{set} angiver antallet af eksempler i det pŮgȷldende subset, og x^α − ^x^α residualfejlen mellem det korrekte output for eksemplet og den prȷdikterede vȷrdi. Ved at anvende dette udtryk til at evaluere et netvȷrk, fjernes afhȷngigheden af de anvendte data’s dynamiske omrŮde. Hvis prȷdiktionen svarer til middelvȷrdien af datasȷttet, ses ARV at blive 1.0.

For at kunne sammenligne de rekursive netvȷrk med feedforward netvȷrk gengives her de resultater, der i [Weigend 90] blev opnŮet med et feedforward

Kapitel 5. Datasȷt 46

Figur 5.1: Den normerede solplet-serie. 1700{1920 er trȷningssȷttet, 1921{1955 er testsȷt 1 og 1956{1979 er testsȷt 2.

netvȷrk med 12 inputs, 8 skjulte enheder samt en lineȷr outputenhed pŮ de tre subset: ARV_{train} = 0.082 ARV_{test1} = 0.086 ARV_{test2} = 0.35 I [Svarer 93] blev der ved optrȷning af et antal netvȷrk med samme opbygning som i [Weigend 90], hvor cost funktionen var forfiget med weight decay, α^{in} = 0.02 for inputvȷgtene samt α^{out} = 0.01 for outputvȷgtene, opnŮet ffilgende middelvȷrdier samt standardafvigelser: ARV_{train} = 0.078 ± 0.002 ARV_{test1} = 0.104 ± 0.005 ARV_{test2} = 0.46 ± 0.07 Disse netvȷrk blev beskŮret med Optimal Brain Damage, og for netvȷrkene udpeget af Akaike’s FPE-estimat opnŮedes ffilgende: ARV_{train} = 0.090 ± 0.001 ARV_{test1} = 0.082 ± 0.007 ARV_{test2} = 0.35 ± 0.05

Kapitel 6

Optræning af layered RTRL

Dette kapitel omhandler optrȷning af layered RTRL netvȷrk. Kapitlet indledes med et lille eksempel, der har til formŮl at illustrere de rekursive netvȷrks muligheder for at opbygge hukommelse om tidligere inputs i modsȷtning til sȷdvanlige feedforward netvȷrk. Herefter argumenteres der, inden de stfirre tests pŮbegyndes, imod feedback i det lineȷre output, da dette kan resultere i ustabilitet, hvilket der gives et eksempel pŮ. Herefter afprfives optrȷningsmetoderne beskrevet i kapitel 1 pŮ et givent netvȷrk. I forbindelse med optrȷning med andenordens metoder viser det sig, at der opstŮr problemer med dŮrligt konditionerede Hessian-matricer, og de resterende afsnit i kapitlet omhandler, hvorledes disse opstŮr og afhjȷlpes.

For at give mulighed for arbitrȷrt dynamisk omrŮde, benyttes der lineȷr outputenhed. For de skjulte enheder benyttes aktiveringsfunktionen tanh.

6.1 Indledende forsfig

Rekursive neurale netvȷrk er i stand til at opbygge en intern hukommelse tilpasset en given tidsserie (forudsat at netvȷrket indeholder tilstrȷkkelige ressourcer i form af skjulte enheder) i modsȷtning til feedforward netvȷrk, hvor hele hukommelsen bestemmes eksplicit af dimensionen af det anvendte lag space. Nedenfor antydes det, hvorledes denne interne hukommelse bygges

6 • - 6^{yt}

x_t w_r w_i - œ QQ QQQk ȷȷ ȷȷȷ3 • x_t

6^{yt}_w 4 w_3

w_2 w_1 z_t

Figur 6.1: De to typer feedback forbindelser, som fuldt forbundne feedback netvȷrk er opbygget af.

op, ved at opskrive simple udtryk for outputtet fra de to typer feedback forbindelser, som fuldt forbundne feedback netvȷrk er opbygget af, se ˛gur 6.1.

Hvis det for simpelhedens skyld antages, at enhederne har lineȷr aktiveringsfunktion, bliver outputtet y_t fra enheden til venstre med lokalt feedback

y_t = w_ix_t + w_ry_{t−1} = w_ix_t + w_r(w_ix_{t−1} + w_ry_{t−2}) = w_ix_t + w_r(w_ix_{t−1} + w_r(w_ix_{t−2} + w_ry_{t−3})) (6.1) = . . . og for de ikke-lokale feedback til hfijre

y_t = w_1x_t + w_3z_{t−1} = w_1x_t + w_3(w_2x_{t−1} + w_4y_{t−2}) = w_1x_t + w_3(w_2x_{t−1} + w_4(w_1x_{t−2} + w_3z_{t−3})) (6.2) = . . . Begge former for feedback resulterer i outputs y_t, der afhȷnger af alle de foregŮende inputs x_k , k ≤ t; de to former for feedback forbindelser ses her at vȷre ȷkvivalente, hvis w_1, w_2 = w_i og w_3, w_4 = w_r; feedback medffirer sŮledes implicit et uendeligt lag-space. Enhedernes anvendelse af de tidligere inputs ses at vȷre underlagt restriktioner i kraft af, at disse tidligere inputs i stigende grad modi˛ceres af vȷgtene (samt aktiveringsfunktionen), jo lȷngere tilbage i tiden de ligger, hvilket svarer til, at inputs i det implicitte lag space vȷgtes ned, jo lȷngere tilbage i tiden, de ligger. Frihedsgraderne i

Figur 6.2: Trȷningsfejl for layered RTRL netvȷrk med et enkelt input samt tre skjulte enheder.

denne deformation figes med antallet af fuldt forbundne enheder i netvȷrket, hvilket figer netvȷrkets modelleringsevne svarende til, at dimensionen af det e¸ektive lag-space forfiges. Det e¸ektive lag space kan beskrives ved netvȷrkets impulssvar. I artiklen i appendiks I er impulssvaret vist for et netvȷrk med et enkelt eksternt input, der er optrȷnet pŮ solpletserien. Impulsen ’dfir’ ffirst ud efter et tidsrum svarende til solpletseriens periode, hvilket kan tolkes som netvȷrkets e¸ektive lag space.

For at illustrere de rekursive netvȷrks evne til at opbygge intern hukommelse, sammenlignes indlȷringen for et sȷdvanligt feedforward netvȷrk med otte skjulte enheder med et layered RTRL netvȷrk analogt til ˛gur 2.3 med tre skjulte enheder; netvȷrkene modtog et enkelt input ad gangen, og havde hhv. 25 og 24 vȷgte. Optrȷningen foregik uden weight decay pŮ solplet-serien med en gradient-metode efterfulgt af andenordens metoder for at trȷne ’helt i bund’, og pŮ ˛gur 6.2 samt 6.3 vises forlfibet af fem optrȷninger for hver netvȷrk.

Middelvȷrdi og standardafvigelse for fejlene pŮ trȷningssȷttet blev

Feedforward 0.262 ± 0.000 Layered RTRL 0.079 ± 0.007

Da feedforward netvȷrket ikke har nogen hukommelse, men blot implementerer en simpel funktion, skal det basere sin prȷdiktion pŮ baggrund af blot et enkelt datapunkt. Den bedste strategi vil i dette tilfȷlde oftest vȷre at lade prȷdiktionen vȷre den foregŮende vȷrdi, ^x(t) = x(t − 1). Hvis denne strategi forffilges for solplet-serien, resulterer dette i trȷningsfejlen ARV_{train} = 0.2903, der ses at ligge meget tȷt pŮ feedforward netvȷrkets fejl.

Figur 6.3: Trȷningsfejl for feedforward netvȷrk med et enkelt input samt otte skjulte enheder.

Det rekursive netvȷrks trȷningsfejl kan sammenlignes med fejlen fra de bedste feedforward rapporteret i [Svarer 93], hvilket indikerer, at selv et sŮ relativt lille netvȷrk er i stand til at opbygge en e¸ektiv hukommelse.

6.2 Analyse af feedback i outputtet

De i dette arbejde betragtede netvȷrk har alle lineȷrt output for at give mulighed for at dȷkke et arbitrȷrt dynamisk omrŮde. Feedback i den lineȷre outputenhed kan dog have katastrofale konsekvenser for netvȷrkets stabilitet, hvilket illustreres i ˛gur 6.4. I denne ˛gur vises kurver for trȷningsfejl samt testfejl pŮ solplet-serien, efterhŮnden som et fuldt forbundet feedback netvȷrk med ˛re skjulte enheder samt et enkelt eksternt input optrȷnes.

Figur 6.4: Trȷnings- og testfejl for ustabilt feedback netvȷrk. ’Solid’ er fejlen pŮ solpletseriens trȷningssȷt, ’dotted’ er fejlen pŮ testsȷt 1.

Mens fejlen pŮ trȷningssȷttet falder monotont mod ARV_{train} = 0.057 i den sidste iteration, ses fejlen pŮ testsȷttet at ’eksplodere’ omkring iteration 150, den bliver pludselig meget stor. Ïrsagen til, at testfejlen ikke kommer over niveauet omkring 10^8 er, at der er indlagt en kunstig begrȷnsning for niveauet under beregningen af testfejlen. Var denne begrȷnsning ikke tilstede, ville den faktiske testfejl ligge pŮ et niveau, der ikke kan reprȷsenteres i det anvendte 64{bit IEEE talformat, hvilket igen kan give besynderlige program-fejl. I den ffilgende analyse af den lineȷre outputenhed klarlȷgges det, hvad der forŮrsager den iagttagne ustabilitet.

Vi betragter nu en lineȷr outputenhed som den, der er afbildet i ˛gur 6.5. Outputtet benȷvnes y(t), feedback-vȷgten w_r, og det vȷgtede input fra de

6 ∑ 6

6 I(t) w_r y(t)

Figur 6.5: Lineȷr outputenhed

skjulte enheder/eksterne inputs benȷvnes I(t). Outputenheden er et lineȷrt system, for hvilket der kan opskrives en di¸erensligning:

y(t) = I(t) + w_r y(t − 1) (6.3)

Enhedens impulssvar bestemmes som svaret pŮ inputtet δ(t) = (. . . , 0, 1, 0, . . .), der er nul for t ≠ 0, se [Gabel 80]. Ved indsȷttelse af dette input i (6.3), ˛ndes impulssvaret til h(t) = w^t_r , t ≥ 0 (6.4)

Hvis input I(t) til systemet er nul for t < 0 og y(t) = 0 for t < 0, kan output til tiden t ˛ndes som foldningen af inputsekvensen I med impulssvaret: y(t) = I(t) ∗ h(t) = t∑ n=0 I(n) · h(t − n) = t∑ n=0 I(n) · w^{t−n}_r (6.5)

hvilket svarer til at addere svarene til tiden t pŮ impulserne δ(n) I(n), hvor n = 0 . . . t. Et lineȷrt system siges kort sagt at vȷre stabilt, hvis en begrȷnset pŮvirkning af systemet ffirer til et begrȷnset svar; ved begrȷnset menes, at signalvȷrdierne ikke vokser mod ∞ for t → ∞. Dette er tilfȷldet, hvis rȷkken_{∞∑} t=0 |h(t)| (6.6) er konvergent ([Hfiholdt 89]). Rȷkken (6.6) for det her betragtede lineȷre system opskrives som_{∞∑} t=0 | |w^t_r | | (6.7)

der er konvergent for |w_r| < 1. For |w_r| ≥ 1 vil det betragtede lineȷre system, her outputenheden for et neuralt netvȷrk med feedback, vȷre latent ustabilt.

En analyse som den foretaget ovenfor for en lineȷr enhed er ikke mulig for de ikke-lineȷre skjulte enheder, der her benytter aktiveringsfunktionen y(x) = tanh(x). Det er dog muligt at gfire sig nogle overordnede overvejelser over, hvordan den enkelte enhed vil opffire sig for forskellige inputs. For at hjȷlpe betragtningerne, er udseendet af aktiveringsfunktionen gengivet i ˛gur 6.6.

Figur 6.6: Aktiveringsfunktionen tanh(x).

Det bemȷrkes, at outputtet fra en skjult enhed er begrȷnset til intervallet [−1 ; 1], hvilket betyder, at de skjulte enheder ikke kan give anledning til ustabilitet, som den er de˛neret ovenfor.

Hvis feedback-vȷgten w_r for en skjult enhed numerisk er meget stor, samtidig med at de fivrige vȷgte i forhold til denne er numerisk smŮ, vil den skjulte enhed opffire sig som en ‚ip-‚op. En ‚ip-‚op er kort fortalt et hukommelseselement anvendt i digitalteknikken, hvis output til tiden t antager een ud af to mulige tilstande, baseret pŮ inputs til tiden t − 1; se [Kohavi 78]. Hvis w_r er negativ, vil output toggle mellem +1 og −1, idet inputtet til enheden hele tiden skifter fortegn. Hvis w_r derimod er positiv, vil output vȷre konstant, indtil de fivrige inputs til enheden evt. opnŮr en stfirrelse, der bevirker et fortegnsskifte.

Hvis alle vȷgte til den skjulte enhed imidlertid er af samme stfirrelse, er det dog vanskeligt om ikke umuligt at angive en kvalitativ analyse af den ikke-lineȷre enheds opffirsel.

Vi vender nu tilbage til eksemplet, der indledte dette afsnit. Figur 6.7 viser det udsnit af solpletserien, hvor netvȷrkets output begynder at vokse eksponentielt, og netvȷrket bliver ustabilt. PŮ ˛guren er udover solpletserien gengivet outputtet fra netvȷrket samt outputtet fra skjult enhed nummer et og to. Outputtet fra netvȷrket ses pludselig at begynde at divergere kraftigt fra det finskede, hvorefter det begynder at oscillere; at outputtet tilsyneladende pludseligt holder op med at skifte fortegn, skyldes begrȷnsninger i MATLAB’s plotfunktion, der bevirker, at ikke alle nulgennemgange for de meget store amplitudeforskelle gengives i det betragtede, forholdsvis snȷvre, interval. De store amplitudeforskelle understreges af, at for det her betrag-

Figur 6.7: Udsnittet af solpletserien, hvor ustabiliteten indtrȷ¸er. ’Solid’ angiver solpletserien, ’dotted’ netvȷrkets output og stiplet angiver output fra de to ffirste skjulte enheder.

tede netvȷrk er w_r ≈ −11! Nedenfor gengives samtlige vȷgte for netvȷrket. Sfijleindeks angiver, hvor forbindelsen kommer fra, rȷkkeindeks angiver, hvor forbindelsen gŮr til:

Vȷgte for det betragtede netvȷrk: fra→ ↓ til h1 h2 h3 h4 output input bias

h1 1.0582 -0.4868 -0.1222 0.3346 -0.9162 1.1406 0.0921 h2 -2.3322 0.1933 3.4319 0.2691 -0.1343 2.6057 -0.1127 h3 1.3264 -0.3066 -0.5439 0.3075 -1.1250 0.7979 0.1307 h4 2.9897 0.2793 -2.7995 0.2243 -0.3509 -0.2343 -0.0734 out 24.4856 1.0150 -31.6309 6.2257 -10.7771 -2.0628 2.4116

NŮr outputtet fra netvȷrket vokser, ses de skjulte enheder at opffire sig som ‚ip-‚ops, de toggler mellem +1 og −1. Dette sker, fordi de tidligere outputs fra outputenheden, der ffires tilbage til de skjulte enheder, dominerer alle fivrige inputs. Da vȷgtene fra outputtet til de skjulte enheder alle ses at vȷre positive, vil de skjulte enheders output til tiden t sŮledes have samme fortegn, som outputenheden havde til t − 1.

Det bemȷrkes, at vȷgtene til outputenheden er meget store i forhold til de fivrige vȷgte i netvȷrket; at netvȷrket ikke bliver ustabilt ffir et stykke inde i testsȷttet mŮ betyde, at vȷgtene ’udligner’ hinanden gennem trȷningssȷttet; ellers ville der ikke vȷre opnŮet sŮ lav en trȷningsfejl, som tilfȷldet er. I testsȷttet mfides der en rȷkke ’atypiske’ inputs, der ikke kan udlignes, og ustabiliteten er en realitet.

PŮ grund af de stabilitetsproblemer, der kan opstŮ med feedback i outputenheden, vil dette ikke blive benyttet i det ffilgende.

6.3 Illustration af cost funktion

I dette afsnit sfiges det at give et billede af, hvordan cost funktionen for et layered RTRL net egentlig ser ud. I ˛gur 6.8 er vist et snit gennem cost funktionen for forskellige vȷgte, dvs. een vȷgt varieres, mens de fivrige holdes konstante. Vȷgtene stammer fra et optrȷnet netvȷrk med ˛re skjulte enheder der modtager et enkelt eksternt input. Cost funktionen er udvidet med et lille weight decay, α = 10^{−6}.

Figur 6.8: Snit gennem den forfigede cost funktion for 4-1 layered RTRL netvȷrk uden feedback i outputtet.

Cost funktionen ses at vȷre kraftigt ikke-kvadratisk, og er i visse omrŮder endog sȷrdeles ffilsom overfor smŮ ȷndringer i vȷgtene, hvilket vanskeliggfir optimering. Tilsvarende snit for feedforward netvȷrk afslfirer sȷdvanligvis en mere ’glat’ ‚ade (se feks. [Gorodkin 93]), sŮ de kraftige variationer for layered RTRL mŮ tilskrives feedback’et.

6.4 Optrȷning med ffirsteordens metoder

Dette afsnit indleder en mere systematisk test af optrȷningsmetoder pŮ layered RTRL arkitekturen. Metoderne vil blive afprfivet pŮ solpletserien, da der for denne serie ˛ndes et rigt sammenligningsgrundlag, se kapitel 5. Solpletseriens testdata er delt op i to separate testsȷt, men i det ffilgende vil der af hensyn til overskuelighed kun rapporteres testresultater pŮ testsȷt 1, den del af testsȷttet, der har stfirst lighed med trȷningssȷttet.

Det testede netvȷrk har ˛re skjulte enheder, og modtager et enkelt eksternt input, der ogsŮ er forbundet til outputenheden. Den eneste vȷgt i dette fuldt forbundne netvȷrk, der ikke benyttes, er outputenhedens feedbackforbindelse til sig selv; netvȷrket indeholder sŮledes 34 vȷgte. Disse initialiseres med tilfȷldige vȷrdier i intervallet [−0.1 ; 0.1], der antages at vȷre sŮ tilpas smŮ, at de skjulte enheder ikke fra start gŮr i mȷtning, hvilket vil hȷmme optrȷningen.

De anvendte ffirsteordens metoder er Real Time Recurrent Learning algoritmen samt gradient descent med liniesfigning. Descent. Fȷlles for begge metoder er, at de blot benytter gradienten som sfigeretning efter minimum.

6.4.1 Real Time Recurrent Learning Der indledes med den oprindelige optrȷningsmetode foreslŮet af Williams & Zipser, Real Time Recurrent Learning, der er beskrevet i afsnit 2.2.1. Som navnet antyder, er RTRL en Online-metode, dvs. vȷgtene opdateres efter prȷsentation af hvert eksempel i retning modsat gradienten for det enkelte eksempel. Som det ofte er tilfȷldet for gradient-baserede optrȷningsmetoder for neurale netvȷrk, fastsȷttes learning rate parameteren η forud for optrȷningen, se feks. [Hertz 91]. Valget af η er dog temmelig afgfirende for metodens e¸ektivitet, hvilket fremgŮr af ˛gur 6.9. Her er afbildet stfirrelsen af trȷningsfejlen under optrȷningen for tre forskellige vȷrdier af η; for at give et statistisk mere velfunderet indtryk af metoden, er der for hver vȷrdi af η foretaget 15 forsfig. For de viste optrȷningsforlfib var cost funktionen udvidet med et lille weight decay, α = 10^{−6}. Hver iteration svarer til en prȷsentation af hele datasȷttet for netvȷrket, en sŮkaldt epoke ([Weigend 90, Hertz 91]).

For η = 0.001 ses niveauet for trȷningsfejlen for de ‚este netvȷrk at ligge omkring 0.18 selv efter 5000 iterationer, hvilket er mange. Sammenlignet med netvȷrket fra afsnit 6.1, der med en enhed mindre kunne trȷnes ned til ARV_{train} ≈ 0.08, er dette temmelig ringe. For de ‚este netvȷrk ses trȷningsfejlen allerede efter 1500 iterationer at stabilisere sig pŮ det hfije niveau. Kun to netvȷrk skiller sig ud og nŮr ned omkring ARV_{train} = 0.15. flndringer i trȷningsfejlen ses generelt at foregŮ meget langsomt, hvilket indikerer, at den anvendte η er for lille.

Med η = 0.02 er forlfibet af trȷningsfejlen helt anderledes. Dels falder fejlen i begyndelsen langt hurtigere end ffir, dels nŮr alle netvȷrk ned pŮ et vȷsentligt lavere niveau for fejlen, de ‚este omkring ARV_{train} = 0.08;

Figur 6.9: Forlfib af 15 forsfig med Online RTRL-optrȷning med hhv. for lille, ’tilpas’ og for stor learning rate η

η = 0.02 er sŮledes et vȷsentlig bedre valg end η = 0.001.

Den sidste graf i ˛gur 6.9 er for η = 0.1. I begyndelsen ses fejlen at falde hurtigere, end det var tilfȷldet for de to andre η-vȷrdier, men herefter begynder forlfibet af fejlen at divergere voldsomt, trȷningsfejlen skiftevis stiger og falder. Dette er billedet af en for stor η, ’skridtene’ bliver for lange, og ffirer ofte trȷningsfejlen op pŮ et hfijere niveau. Det bemȷrkes dog, at nȷsten alle trȷningsfejl be˛nder sig pŮ et forholdsvis lavt niveau ved afbrydelse af optrȷningen, men dette beror pŮ en tilfȷldighed.

I tabellen nedenfor gengives middelvȷrdi samt standardafvigelse for trȷningsfejlen efter 5000 iterationer for de tre η-vȷrdier: η ARV_{train} 0.001 0.1786 ± 0.0136 0.02 0.0842 ± 0.0069 0.1 0.0965 ± 0.0113

De tre grafer i ˛gur 6.9 illustrerer, hvor vigtigt et korrekt valg af η er for forlfibet af optrȷningen af netvȷrket. Eftersom der ikke eksisterer nogen mŮde, hvorpŮ man med sikkerhed kan udpege den ’korrekte’ η-vȷrdi at benytte, kan anvendelse af RTRL, og for sŮ vidt ogsŮ andre metoder med fast forhŮndsbestemt learning rate, byde pŮ store vanskeligheder i forsfiget pŮ at opnŮ tilfredsstillende optrȷning af netvȷrket. Ydermere er konvergensen mod et (lokalt) minimum temmelig langsom, selv for et relativt fornuftigt valgt η. RTRL kan derfor kun anbefales til problemer, hvor online optrȷning er strengt nfidvendig.

6.4.2 Gradient Descent

Gradient descent er en batch mode metode, dvs. vȷgtene opdateres i modsȷtning til RTRL ffirst efter prȷsentation af samtlige trȷningseksempler i

Figur 6.10: Gradient descent optrȷning for forskellige weight decay parametre α.

retning modsat gradienten for den totale cost funktion. Metoden indeholder en adaptiv bestemmelse af learning rate η, sŮledes at problemet med valg af optimalt η elimineres. Begyndelsesvȷrdien for η er sat til een, og den optimale vȷrdi bestemmes i overensstemmelse med liniesfigningen beskrevet i afsnit 1.3.

Figur 6.10 indeholder grafer, der illustrerer resultatet af de udffirte forsfig. For forskellige vȷrdier af weight decay parameteren α er der for hver vȷrdi udffirt 15 forsfig, hvert med maksimalt 3000 iterationer, hvor en iteration igen svarer til en epoke. Graferne angiver for de trȷnede netvȷrk dels middelvȷrdi (cirkel) og standardafvigelse for trȷningssȷttet, dels middelvȷrdi med datapunkter for testfejl og 2-normen af gradienten i slutpunktet, samt trȷningsfejlene som funktion af iterationsantallet for den vȷrdi af weight decayet, der gav den mindste middel-trȷningsfejl.

Det observeres, at weight decayet stort set ingen ind‚ydelse har pŮ den opnŮede middeltrȷningsfejl, den ligger omtrent konstant lige over ARV_{train} = 0.1; den mindste middelfejl opnŮs med α = 10^{−4}, hvor ARV_{train} = 0.1056 ± 0.0076. For denne vȷrdi af α er gengivet forlfibet af trȷningsfejlene som funktion af iterationerne. For α = 0.1 stiger trȷningsfejlen en del, svarende til, at weight decayet nu lȷgger betydelige begrȷnsninger pŮ netvȷrkets frihedsgrader.

Middelfejlene pŮ trȷningssȷttet ligger en del over det bedste resultat med RTRL. Dette skal dog ses i lyset af, at der ved RTRL-forsfigene trȷnes 5000 iterationer, mens der med gradient descent, grundet det store antal forsfig, ’kun’ trȷnes 3000 iterationer. Hvis man ser pŮ forlfibet af trȷningsfejlene, tyder det pŮ, at fejlene ville falde yderligere, hvis der udffirtes ‚ere iterationer. Den benyttede gradient descent med adaptiv η-bestemmelse anses derfor for at vȷre lige sŮ god som RTRL med et optimalt valgt η.

Middeltestfejlene pŮ det benyttede testsȷt 1, se kapitel 5, pŮvirkes heller ikke af de varierende α-vȷrdier, og ses ydermere at ligge en del over niveauet, der blev opnŮet i [Weigend 90], hvor ARV_{test} = 0.086. Dette skyldes ikke overtrȷning, da forlfibet af testfejlene er meget lig forlfibet af trȷningsfejlene, dvs. monotont faldende; testfejlene er dog ikke afbildet. Det hfije niveau for testfejlene kan sŮledes tilskrives, at netvȷrkene ikke er trȷnet tilstrȷkkeligt godt op.

Normen af gradienterne ligger pŮ et relativt^1 hfijt niveau, ingen nŮr ned pŮ det tilsyneladende optimistiske stopkriterie sat til ‖∇C(w)‖_2 < 10^{−3}; alle optrȷninger benytter de maksimale 3000 iterationer.

Dette faktum, sammenholdt med det hfije niveau for trȷningsfejlen, peger pŮ, at netvȷrkene er langt fra at have nŮet et lokalt minimum for den udvidede cost funktion, hvorfor konvergensen mod et minimum for den her anvendte gradient-metode mŮ betegnes som vȷrende sȷrdeles langsommelig.

1Niveauet af gradientnormen sammenlignes her med det niveau, der er opnŮet med andenordens metoder. Med Newtons metode opnŮs ofte krC(w)k_2 = 10�^{10} { 10�^{12}. Cost funktionens vȷrdi ligger i et omrŮde omkring een, sŮ de opnŮede gradienter med Newtons metode er meget smŮ.

6.5 Optrȷning med andenordens metoder

De i dette afsnit benyttede andenordens metoder omfatter pseudo Gauss- Newton samt damped Gauss-Newton; sidstnȷvnte benȷvnes dog ofte blot Gauss-Newtons metode. Sluttelig vises et eksempel pŮ optrȷning med Newtons metode. Til forskel fra gradient-metoderne benytter metoderne anvendt her i stfirre eller mindre grad information fra de anden a‚edede af cost funktionen til at bestemme den aktuelle sfigeretning. Metoderne er sŮledes batchmetoder.

6.5.1 Pseudo Gauss-Newton

Pseudo Gauss-Newton benytter en grov diagonal-approksimation til Hessianmatricen med de anden a‚edede af cost funktionen, hvilket dog letter beregningsarbejdet ved bestemmelse af den aktuelle sfigeretning. NŮr sfigeretningen er bestemt, bestemmes ’skridtlȷngden’ i form af learning rate η adaptivt pŮ samme mŮde, som det blev gjort for gradient descent ovenfor; dog sȷttes begyndelsesvȷrdien for η nu til den rigeligt store vȷrdi η_0 = 8 for at give metoden mulighed for at tage store skridt, og slippe forbi eventuelle lokale minima. Pseudo Gauss-Newton er beskrevet i afsnit 1.4.3, hvor det ogsŮ anbefales at indlede metoden med nogle iterationer af en ren gradientmetode, feks. gradient descent. SŮledes indledes hvert af forsfigene i ˛gur 6.11 med 50 iterationer af gradient descent-metoden, hvorefter der fortsȷttes med maksimalt 2950 iterationer af pseudo Gauss-Newton.

Graferne i ˛gur 6.11 illustrerer de opnŮede resultater for forskellige vȷrdier af weight decay parameteren α, hvor der for hver vȷrdi igen er udffirt 15 forsfig. Som tidligere angiver graferne for de trȷnede netvȷrk dels middelvȷrdi (cirkel) og standardafvigelse for trȷningssȷttet, dels middelvȷrdi med datapunkter for testfejl og 2-normen af gradienten, samt trȷningsfejlene som funktion af iterationsantallet for den vȷrdi af weight decayet, der gav den mindste middel-trȷningsfejl.

Weight decayet ses at have stor ind‚ydelse pŮ standardafvigelsen af trȷningsfejlen, jo stfirre α desto mindre afvigelse. Dette skyldes sandsynligvis, at efterhŮnden som det stigende weight decay lȷgger stfirre og stfirre bŮnd pŮ vȷgtene, reduceres antallet af lokale minima for cost funktionen. Ekstremet ses for α = 0.1, hvor standardafvigelsen er sŮ lille som 3.9 · 10^{−5}; samtlige optrȷninger resulterer i netvȷrk med nȷsten ens trȷningsfejl.

Middelvȷrdien af trȷningsfejlen ligger sŮ godt som konstant omkring ARV_{train} = 0.082 indtil α = 10^{−2}, hvor den falder lidt til ARV_{train} = 0.0769. Dette niveau ligger 20 { 25 % under de tilsvarende vȷrdier for gradient descent-metoden, opnŮet med samme antal iterationer. Sammenlignes grafen for middel-trȷningsfejlene i ˛gur 6.11 med den tilsvarende i ˛gur 6.10 ses det, at niveauet for trȷningsfejlen for de dŮrligste netvȷrk trȷnet med pseudo Gauss-Newton ligger pŮ hfijde med niveauet for de bedste netvȷrk trȷnet med gradient descent. Yderligere sammenlignes graferne pŮ de to ˛gurer,

Figur 6.11: Pseudo Gauss-Newton optrȷning for forskellige weight decay parametre α.

der viser forlfibet af trȷningsfejlene som funktion af iterationsantallet for de mindste middeltrȷningsfejl. Det ses her, at fejlen med pseudo Gauss-Newton falder langt hurtigere og til et lavere niveau, end det er tilfȷldet for gradient descent. Forlfibet af trȷningsfejlene pŮ ˛gur 6.11 afslfirer ydermere, at disse allerede efter godt 1500 iterationer forbliver sŮ godt som uȷndrede, fejlen falder her kun meget langsomt. Pseudo Gauss-Newton mŮ sŮledes betegnes som vȷrende vȷsentlig mere e¸ektiv til optrȷning end gradient descent.

Middelvȷrdierne for testfejlene ligger for de laveste vȷrdier af α mellem 0.11 { 0.13, omtrent samme niveau, som det var tilfȷldet for gradient descent. Spredningen omkring middel er dog vȷsentlig stfirre for pseudo Gauss-Newton, der er bŮde sȷrdeles gode og ret dŮrlige testfejl imellem. Den mindste testfejl ˛ndes for α = 10^{−6}, hvor ARV_{test} = 0.0739; dette enkeltstŮende tilfȷlde kan dog ikke benyttes til ret meget andet end som en indikation af, at der rent faktisk eksisterer netvȷrk med den i dette afsnit benyttede arkitektur, der kan mŮle sig med feks. de bedste feedforward netvȷrk fra [Svarer 93], se kapitel 5.

Det bemȷrkes, at middelfejlen pŮ testsȷttet for α = 10^{−2} er vȷsentlig mindre, end det er tilfȷldet for de lavere vȷrdier af α; for α = 10^{−2} haves middelvȷrdien for testfejlen over de 15 forsfig ⟨ARV_{test}⟩ = 0.0980; samtidig ses spredningen af middelfejlene at vȷre mindre. Dette skyldes, at netvȷrkene med denne vȷrdi af α er mindre tilbfijelige til at overtrȷne, hvilket nu er et problem med smŮ vȷrdier for weight decayet. For α = 0.1 begrȷnses netvȷrkets frihedsgrader dog sŮ meget, at det gŮr ud over generaliseringsevnen.

Figur 6.12: Forlfibet af testfejl ved optrȷning med pseudo Gauss-Newton for to vȷrdier af weight decay parameteren α.

I ˛gur 6.12 gengives forlfibet af testfejlen for nogle af de optrȷnede netvȷrk for to forskellige vȷrdier af weight decay parameteren α. For α = 10^{−6} ses overtrȷningen helt tydeligt, niveauet for testfejlen falder i begyndelsen, hvorefter det begynder at stige. Et enkelt af netvȷrkene ’ombestemmer’ sig dog efter ca. 1000 iterationer, hvorefter trȷningsfejlen falder brat til det lave niveau, der er beskrevet ovenfor. For α = 10^{−2} ses niveauet for testfejlen at vȷre monotont faldende, weight decayet har modvirket overtrȷningen.

I beskrivelsen ovenfor af testfejlene i ˛gur 6.12 skal ’niveau’ forstŮs som middelvȷrdien over et (mindre) antal iterationer, da det tydeligt ses, at testfejlen oscillerer temmelig kraftigt imellem de enkelte iterationer; dette er Ůrsagen til det ’‚uebensagtige’ udseende af testfejlsforlfibene. SŮ hurtige ‚uktuationer i testfejlene observeres sȷdvanligvis ikke for feedforward netvȷrk, nŮr der anvendes pseudo Gauss-Newton. Fȷnomenet tilskrives de rekursive netvȷrks store ffilsomhed overfor ȷndringer i parametrene; en lille ȷndring i vȷgtene kan have store konsekvenser, nŮr der benyttes feedback.

Niveauet for normen af gradienterne i slutpunktet varierer kraftigere, end det var tilfȷldet for gradient descent. Middelvȷrdien falder dog med stfirre weight decay, men ingen netvȷrk nŮr ned under stopkriteriet, der som for gradient descent er sat til ‖∇C(w)‖_2 < 10^{−3}. Gradienternes niveau indikerer, at netvȷrkene ikke helt har nŮet et lokalt minimum w_0 for cost funktionen, i hvilket ‖∇C(w_0)‖_2 = 0; de efterffilgende andenordens metoder kan komme meget tȷttere pŮ. I betragtning af det konstante niveau for trȷningsfejlene pŮ grafen i ˛gur 6.11 i de 1000 sidste iterationer er det tvivlsomt, om pseudo Gauss-Newton med et endeligt antal iterationer for rimelige vȷrdier af weight decayet er i stand til at komme sŮ tȷt pŮ et lokalt minimum, at stopkriteriet opfyldes.

6.5.2 Gauss-Newton

Gauss-Newton’s metode benytter en approksimation til den fulde Hessianmatrix, og det er sŮledes nfidvendigt at lfise et ligningssystem i hver iteration for at bestemme sfigeretningen, som det beskrives i afsnit 1.4.2; de figede anstrengelser for at bestemme sfigeretningen skulle gerne resultere i hurtigere konvergens mod et (lokalt) minimum. Som for pseudo Gauss-Newton bestemmes skridtlȷngden η med den samme simple liniesfigning, af hvilken Ůrsag metoden sŮ rettelig burde kaldes damped Gauss-Newton, som det pŮpeges i [Dennis 83]; brug af det foranstillede tillȷgsord vil dog alligevel undlades i det ffilgende, da dets udeladelse ikke vurderes at kunne give anledning til alvorlige meningsforstyrrelser. Som det blev gjort for pseudo Gauss-Newton, indledes Gauss-Newtons metode konsekvent med 50 iterationer gradient descent for at bringe cost funktionen hen i nȷrheden af et (lokalt) minimum, inden metoden pŮbegyndes.

Graferne i ˛gur 6.13 viser som for de tidligere beskrevne metoder de opnŮede resultater for forskellige vȷrdier af weight decay parameteren α. For hver vȷrdi af α er der udffirt 15 forsfig, hvert med et maksimum pŮ 450 Gauss-Newton iterationer efter de 50 indledende gradient descent iterationer.

Middelvȷrdien for trȷningsfejlen ses at falde lidt med figet weight decay, hvorefter den stiger temmelig brat. Standardafvigelsen mindskes ligeledes med figet weight decay, for til sidst at blive meget tȷt pŮ nul. Det stigende weight decay lȷgger stfirre og stfirre begrȷnsning pŮ netvȷrkets frihedsgrader, sŮledes at Gauss-Newton optimeringerne til sidst ˛nder frem til nfijagtigt det samme netvȷrk, pŮnȷr en permutation af de skjulte enheder, i alle 15 forsfig for det pŮgȷldende α; pŮstanden om, at netvȷrkene er de samme, understfittes af testfejlene for disse netvȷrk, der alle ses at vȷre ens.

Middelvȷrdien af trȷningsfejlen ses i intervallet α ∈ [10^{−4} ; 10^{−2}] at ligge nogenlunde konstant. Den mindste fejl opnŮs for α = 10^{−4}, hvor ARV_{train} = 0.0568 ± 0.0065; denne middelfejl er nȷsten fuldstȷndig identisk med fejlen for α = 10^{−2}, og den ligger omkring 25 % under den tilsvarende laveste middelfejl for pseudo Gauss-Newton. Med Gauss-Newtons metode er det sŮledes muligt at bringe trȷningsfejlen vȷsentligt lȷngere ned, end det viste sig praktisk muligt med pseudo Gauss-Newton endsige gradient descent. Forlfibet af iterationerne for α = 10^{−4} i ˛gur 6.13 illustrerer, at konvergensen mod den resulterende trȷningsfejl er temmelig meget hurtige-

Figur 6.13: Gauss-Newton optrȷning for forskellige weight decay parametre α. Bemȷrk den logaritmiske skala for testfejlene.

re end nogen af de hidtil betragede metoder, mŮlt i antal iterationer. Efter ca. 200 iterationer (inklusive de indledende 50 iterationer gradient descent) har trȷningsfejlen for langt de ‚este netvȷrk nŮet et niveau, hvor den ikke falder yderligere. Senere beskrives det, hvorfor den videre optrȷning sŮ ikke bare afbrydes af stopkriteriet, men fortsȷtter for de ‚este netvȷrk, som det observeres i ˛gur 6.13.

For de mindre vȷrdier af weight decay parameteren α ses testfejlen i mange tilfȷlde at blive voldsomt stor, pŮ trods af de lave trȷningsfejl. Disse store testfejl er den direkte Ůrsag til, at testfejlene konsekvent illustreres ved de faktiske vȷrdier, og ikke som en standardafvigelse, som det gfires for trȷningsfejlene; denne ville i givet fald nŮ ned under nul i nogle tilfȷlde.

De store testfejl skyldes en kraftig overtrȷning, de enkelte netvȷrk er ekstremt tilpasset trȷningssȷttet samt den stfij, dette er behȷftet med. De allerstfirste testfejl mŮ forklares med, at det pŮgȷldene netvȷrk er ustabilt, som det var tilfȷldet i afsnit 6.2. Her kan Ůrsagen blot ikke vȷre feedback i outputenheden, men mŮ tilskrives de skjulte enheder. Disse har begrȷnset output, sŮledes at det er vȷgtene til outputenheden, der sȷtter grȷnsen for outputtets stfirrelse. Som det blev nȷvnt i afsnit 6.2 er det dog ikke til at lave stabilitetsanalyse for de ikke-lineȷre skjulte enheder pŮ samme mŮde, som det blev gjort for den lineȷre outputenhed. I ˛gur 6.14 illustreres outputtet fra det netvȷrk for α = 5 · 10^{−6}, der har stfirst testfejl. For dette netvȷrk gȷlder, at ARV_{train} = 0.05678 samt ARV_{test} = 1080! Det ses, at de skjulte enheder gŮr i mȷtning et stykke inde i testsȷttet, og derefter afhȷnger outputtet fra netvȷrket udelukkende af det eksterne input samt af vȷgtene til outputenheden.

Figur 6.14: Output fra netvȷrk med stor testfejl.

Der er stor spredning pŮ de enkelte testfejl, og for at illustrere niveauet for de mindste, vises testfejlene i ˛gur 6.15 med lineȷr skala pŮ ordinat-aksen. Niveauet for disse mindste testfejl ses at ligge en del over de tilsvarende fejl for pseudo Gauss-Newton i ˛gur 6.11, hvilket skyldes en kraftigere overtrȷning. Yderligere ses et helt klart minimum for middeltestfejlen for α = 0.04, hvor ⟨ARV_{test}⟩ = 0.0969. Weight decayet ses her at vȷre sŮ kraftigt, at resultatet af alle optrȷninger fordeler sig pŮ blot to forskellige netvȷrk pŮnȷr en permutation af de skjulte enheder.

Normen af gradienterne i slutpunktet ses for de mindre vȷrdier af weight decay parameteren α for de ‚este netvȷrk at blive adskillige stfirrelsesordner stfirre, end det har vȷret tilfȷldet for de fivrige betragtede metoder. Kun ganske fŮ nŮr ned under stopkriteriet, der for Gauss-Newton metoden er sat til ‖C(w)‖_2 < 10^{−6}, der vurderes at vȷre passende lavt. Nogle fŮ netvȷrk med lille weight decay nŮr dog ned under stopkriteriet, hvilket tages som indikation af, at stopkriteriet ikke er sat urimeligt lavt. EfterhŮnden som weight decayet figes, ses ‚ere og ‚ere netvȷrk at ligge pŮ niveau med det

Figur 6.15: Middeltestfejl samt datapunkter for forskellige weight decay parametre α ved optrȷning med Gauss-Newtons metode.

fastsatte stopkriterie; med et stfirre maksimalt antal iterationer ville disse netvȷrk alle kunne bringes til at opfylde stopkriteriet.

Det bemȷrkes, at der for de mindre α-vȷrdier er en skarp opdeling mellem normen af gradienten i slutpunkterne, enten er den meget hfij, eller ogsŮ ligger den pŮ niveau med stopkriteriet; i modsȷtning hertil er de tidligere undersfigte metoder, hvor normen af gradienterne i slutpunkterne var jȷvnt fordelt over et interval. Dette fȷnomen peger i retning af, at der opstŮr situationer under optrȷningen med Gauss-Newtons metode, der har afgfirende ind‚ydelse pŮ, om metoden konvergerer mod et (lokalt) minimum, hvor ‖C(w)‖_2 = 0, eller om metoden divergerer, hvad de store gradient-normer kunne tyde pŮ.

Diagnose for gradient-problemet

I ˛gur 6.16 vises forlfibet af trȷningsfejlen for tre af de netvȷrk, der blev trȷnet op med weight decay parameteren α = 10^{−6}. Det bemȷrkes, at trȷningsfejlen for alle tre er monotont faldende, den vokser pŮ intet tidspunkt. Nu er trȷningsfejlen ikke proportional med den udvidede cost funktion C(w), som der optimeres pŮ, se kapitel 1, men den lille vȷrdi af weight decayet betyder, at forlfibet af trȷningsfejlen med en vis rimelighed afspejler forlfibet af den udvidede cost funktion. Der mindes i denne forbindelse om, at den adaptive bestemmelse af learning rate η altid giver en vȷrdi, der formindsker den udvidede cost funktion, som det beskrives i kapitel 1; kan dette ikke lade sig gfire med et fastsat antal halveringer af η, afbrydes optrȷningen, der sŮ betragtes som mislykket.

I ˛gur 6.17 er vist det tilsvarende forlfib af skridtlȷngden η samt normen af gradienten for de tre netvȷrk. For alle tre netvȷrk gȷlder det, at normen

Figur 6.16: Forlfib af trȷningsfejl for tre netvȷrk med α = 10^{−6}.

af gradienten stiger lidt i de ffirste iterationer, hvor Gauss-Newton metoden anvendes. For det ene netvȷrk begynder gradient-normen herefter at bevȷge sig ned mod det fastsatte stopkriterium, samtidig med at η bevȷger sig i omrŮdet lige under een; der konvergeres mod et (lokalt) minimum. For de to andre netvȷrk begynder gradient-normen derimod at vokse kraftigt, samtidig med at de tilhfirende η’er bliver temmelig smŮ. η-vȷrdierne bliver dog ikke sŮ smŮ, at iterationerne afbrydes. Det maksimale antal tilladte neddelinger er sat til 24, og da den initielle vȷrdi af η er sat til 8, svarer de 24 neddelinger til η_{min} ≈ 4.8 · 10^{−7}.

Figur 6.17: Forlfibet af henholdsvis learning rate η og normen af gradienten for tre netvȷrk med α = 10^{−6}.

De smŮ vȷrdier af skridtlȷngden η betyder, at sfigeretningen, der bestemmes ved at lfise et lineȷrt ligningssystem (se kapitel 1), er dŮrligt bestemt. Hvad der kan have ind‚ydelse pŮ dette, er den anvendte Hessianapproksimations konditionstal. I ˛gur 6.18 er afbildet forlfibet af konditionstallet som funktion af iterationsantallet for de tre betragtede netvȷrk.

Figur 6.18: Forlfib af konditionstallet for Gauss-Newton Hessianmatricerne for tre netvȷrk med α = 10^{−6}.

I appendiks D de˛neres konditionstallet for en matrix, ligesom konditionstallets betydning ved lfisning af lineȷre ligningssystemer analyseres. Det oplyses, at lfisningen til et lineȷrt ligningssystem kan vȷre upŮlidelig, hvis konditionstallet for den indgŮende matrix er stfirre end ϵ^{− 1}2 , hvor ϵ er maskinnfijagtigheden for det benyttede tal-format. For det her benyttede IEEE 64-bit ‚oating point format er ϵ ≈ 2.22·10^{−16} , hvilket betyder, at sfigeretningen kan vȷre behȷftet med signi˛kante fejl, hvis Hessian-approksimationen har et konditionstal, der er stfirre end 6.7 · 10^7. I ˛gur 6.18 ses dette i hfij grad at vȷre tilfȷldet for de to netvȷrk, hvor det ’gŮr galt’.

Ïrsagen til de store gradienter og heraf dŮrligt bestemte (lokale) minima for cost funktionen synes nu at vȷre klarlagt, den bestŮr i dŮrligt konditionerede Hessian-approksimationer. I senere afsnit analyseres nogle af de mulige Ůrsager til, at konditionstallene bliver sŮ store.

De dŮrlige konditionstal kan give en forklaring pŮ, hvorfor problemet med de store gradienter og heraf dŮrligt bestemte minima bliver mindre for stigende weight decay. I appendiks D de˛neres det her anvendte konditionstal for en matrix som vȷrende den numeriske vȷrdi af forholdet mellem stfirste og mindste egenvȷrdi for denne, og er sŮledes baseret pŮ 2-normen for en matrix. Hvis matricen kaldes H, har denne egenvȷrdierne λ_j . Nu gȷlder der ([Dennis 83]], at egenvȷrdierne for H + αI, svarende til Hessianmatricen for en cost funktion udvidet med simpelt weight decay, er λ_j + α. Dette betyder, at hvis de mindste egenvȷrdier er meget smŮ, kan man forbedre Hessianmatricen H’s konditionstal ved at regularisere cost funktionen med et simpelt weight decay:

κ(H + αI) = | | | λ_{max} + α λ_{min} + α | | | ≈ | | | λ_{max} α | | | (6.8)

Konditionstallet for H vil ved udvidelse med et simpelt weight decay α sŮledes omtrent ȷndres med κ^{ny} ≈ κ^{gammel} · | | | λ_{min} α | | | (6.9)

E¸ekten af et stigende weight decay konstateres i ˛gur 6.13, hvor problemet er elimineret for de stfirste vȷrdier af α.

I appendiks E.1 gengives resultatet fra en forsfigsrȷkke, hvor de 450 Gauss-Newton iterationer indledes med 500 pseudo Gauss-Newton iterationer for at bringe cost funktionen tȷttere pŮ et minimum. Forsfiget blev udffirt udfra den betragtning, at den dŮrlige konditionering kunne skyldes, at Gauss-Newtons metode blev pŮbegyndt ’for langt’ fra et minimum, hvor andenordens approksimationen kan vȷre meget ringe ([Dennis 83]). Som det kan ses, havde dette tiltag overhovedet ingen e¸ekt, resultaterne er stort set identiske med de tilsvarende i ˛gur 6.13.

6.5.3 Newtons metode Newtons metode benytter til forskel fra de tidligere beskrevne andenordens metoder den fulde Hessian-matrix ved bestemmelse af sfigeretningen. Som beskrevet i afsnit 1.4.1 kan det dog indtrȷ¸e, at den fulde Hessian i modsȷtning til Gauss-Newton approksimationen i et givent iterationspunkt ikke er positivt de˛nit. Dette kan igen medffire, at sfigeretningen bliver ’op ad bakke’; hvis denne inverteres ved at skifte fortegn for learning rate η, som det beskrives i afsnit 1.4.1, bliver den resulterende sfigeretning tilfȷldig. For ikke at benytte en tilfȷldig sfigeretning, kan man i disse tilfȷlde foretage en iteration med en anden optimeringsmetode, feks. Gauss-Newton, hvilket dog er beregningsmȷssigt dyrt, da det krȷver bestemmelse af endnu en sfigeretning.

For sŮ vidt muligt at undgŮ dette, bfir Newtons metode ffirst pŮbegyndes, nŮr iterationspunktet er sŮ ’tȷt’ pŮ et (lokalt) minimum, at Hessian-matricen med stor sandsynlighed er positivt de˛nit; dette vil vȷre tilfȷldet, hvis normen af gradienten ‖C(w)‖_2 er tilstrȷkkelig lille. NŮr ffirst denne betingelse er opfyldt, vil Newtons metode konvergere vȷsentligt hurtigere mod det lokale minimum, end det er tilfȷldet for Gauss-Newtons metode, hvilket illustreres med et lille eksempel.

I ˛gur 6.19 vises henholdsvis trȷningsfejl samt 2-normen af gradienten som funktion af iterationsantallet for fem netvȷrk med ˛re skjulte enheder

Figur 6.19: Optrȷning af fem netvȷrk med Gauss-Newtons metode indtil stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−6} opfyldes.

samt et enkelt eksternt input, som benyttet i de foregŮende afsnit. Cost funktionen er udvidet med et weight decay, α = 0.04 for at undgŮ konditioneringsproblemer for Hessianmatricen. Optrȷningen af netvȷrkene indledes med 50 iterationer gradient descent, hvorefter der fortsȷttes med Gauss- Newtons metode, indtil stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−6} opfyldes.

Herefter gentages optrȷningerne fra samme startpunkter, blot med den forskel, at der nu yderligere benyttes Newtons metode, nŮr ‖C(w)‖_2 < 10^{−2}, der i dette tilfȷlde har vist sig at vȷre tilstrȷkkeligt tȷt pŮ et minimum til, at Newtons metode kan anvendes. For Newtons metode benyttes der som ffir

Figur 6.20: Optrȷning af fem netvȷrk med Gauss-Newtons metode indtil stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−2} opfyldes; herefter fortsȷttes med Newtons metode.

stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−6}. I ˛gur 6.20 vises forlfibet af den ȷndrede optrȷning. Det bemȷrkes, at hvor 2-normen af gradienten med Gauss-Newtons metode kun faldt langsomt, behfiver Newtons metode blot nogle fŮ iterationer til at opfylde stopkriteriet til rigt mŮl. Trȷningsfejlene i slutpunkterne er de samme som i ˛gur 6.19; for begge metoder opnŮs middelvȷrdi & standardafvigelse ARV_{train} = 0.0764 ± 0.0038. Newtons metode konvergerer sŮledes formentlig mod de samme (lokale) minima som Gauss-Newton, konvergensen er blot vȷsentlig hurtigere.

Forskellen imellem de to metoders konvergens er dog ikke lige sŮ udprȷget, som det er tilfȷldet imellemGauss-Newton og hhv. gradient descent samt pseudo Gauss-Newton. Hvor de to sidstnȷvnte metoder ikke var i stand til indenfor et stort antal iterationer at fŮ trȷningsfejlen ned pŮ samme niveau som Gauss-Newton pga. ekstremt langsom konvergens, ses Gauss-Newtons metode blot at vȷre lidt ‚ere iterationer om at nŮ ned pŮ et givent niveau for gradientnormen end Newtons metode.

NŮr ffirst iterationspunktet er tilstrȷkkeligt tȷt pŮ det lokale minimum (hvilket er vanskeligt at afgfire), vil der vȷre en hastighedsgevinst i form af fȷrre iterationer ved at anvende Newtons metode fremfor Gauss-Newton. I form af beregningstid er gevinsten dog stȷrkt afhȷngig af netvȷrkets stfirrelse, hvilket fremgŮr af appendiks G. Her illustreres det, at forskellen imellem beregningstiden for sfigeretningerne for de to metoder vokser kraftigt for stigende netvȷrkskompleksitet. Det skal ligeledes tages med i betragtningerne, at Newtons metode krȷver beregning af den fulde Hessianmatrix, hvilket kan vȷre sȷrdeles vanskeligt at implementere, jvf. afsnit 2.2.2. Eftersom der yderligere ikke er nogen kvalitetsmȷssig forskel pŮ de bestemte minima i form af opnŮet trȷningsfejl, vil der alt ialt generelt ikke vindes meget ved at implementere Newtons metode.

6.6 Opdeling af vȷgte

I afsnit 6.5.2 blev der beskrevet en forsfigsrȷkke for et layered RTRL netvȷrk med varierende weight decay parameter α, der optrȷnedes med Gauss- Newtons metode. Det blev konstateret, at for den vȷrdi af α, hvor der blev opnŮet den laveste middeltestfejl, var regulariseringen sŮ kraftig, at optrȷningerne resulterede i meget fŮ forskellige netvȷrk; de resulterende netvȷrk var omtrent ens pŮnȷr en permutation af enhedernes indbyrdes placering. Det samme gfir sig gȷldende for de forsfigsrȷkker, der beskrives i appendiks E.

Det anvendte weight decay havde yderligere ind‚ydelse pŮ, om Hessianapproksimationen blev dŮrligt konditioneret, med store gradienter i slutpunktet til ffilge. Ligeledes galdt det her, at weight decayet virkede meget restriktivt for de vȷrdier af α, hvor konditioneringsproblemerne var lfist.

Disse forhold kan skyldes, at der for de hidtil betragtede forsfigsrȷkker er benyttet samme weight decay parameter α for alle vȷgte, i overensstemmelse med de˛nitionen (1.1). Det optimale er muligvis at have individuelt weight decay for hver enkelt vȷgt, som det foreslŮs i feks. [Rasmussen 93]. Her skal vȷgtene dog blot deles op i to grupper, der kan have hver sit weight decay. Den ene gruppe bestŮr af de vȷgte, der normalt ogsŮ indgŮr i et feedforward netvȷrk (eksterne inputs til outputenheden regnes dog ogsŮ som hfirende til denne gruppe), den anden gruppe bestŮr af feedback vȷgtene, der gfir netvȷrket rekursivt.

@@ @I ıııı ııııı1 � � � � �ffi

� �` PPPP

PPPPPi BB BB BB BB BM

• •

6

@@ @@I@@@ @R � �`� � - œ - - œ Inputs

V_2

V_0

V_1

Output

Figur 6.21: Fuldt forbundet feedback netvȷrk med tre enheder. Tyk streg angiver feedforward forbindelser, tynd streg feedback forbindelser.

PŮ ˛gur 6.21 illustreres det, hvilke vȷgte, der hfirer til hvilken gruppe. Forbindelserne med tyk streg hfirer til gruppen af feedforward vȷgte. Denne gruppe inkluderer ogsŮ bias til de skjulte enheder, der implementeres som en implicit del af inputtet. De rekursive feedback vȷgte er tegnet med tynd streg. Pilen i outputtet er ikke en forbindelse med tilknyttet vȷgt, og tilhfirer sŮledes ingen af de to grupper.

Hvis der indffires separat weight decay parameter for de to grupper, bliver den udvidede cost funktion analogt til (1.1) nu

C(w) = E(w) + 1 2 αff ∑ i∈F w^2_i + 1 2 α_{rec} ∑ i∈R w^2_i (6.10)

hvor E(w) angiver den kvadratiske cost funktion, F angiver indeks for vȷgtene tilhfirende feedforward gruppen, der har weight decay αff, og R angiver indeks for vȷgtene tilhfirende den rekursive gruppe, der har weight decay α_{rec}. OvenstŮende opdeling af vȷgtene giver nu mulighed for at regulere graden af rekursion for et givent netvȷrk, da et feedback netvȷrk vil reduceres til et feedforward netvȷrk, hvis α_{rec} → ∞ !

6.7 Forsfig med opdeling af vȷgte

I det ffilgende beskrives en stfirre forsfigsrȷkke pŮ solplet-serien, hvor der varieres pŮ de to weight decays αff og α_{rec}. For at kunne sammenligne resultaterne med kendte feedforward netvȷrk ([Weigend 90, Svarer 93]), benyttes der 12 eksterne inputs til de ˛re skjulte enheder. Outputenheden modtager som feedforward netvȷrk ikke disse inputs, hvilket udfra forsfigene beskrevet i appendiks E.2 ikke har nogen signi˛kant betydning for netvȷrkets opffirsel. Yderligere benyttes der heller ikke lokalt feedback for outputenheden, i overensstemmelse med afsnit 6.2. De afprfivede netvȷrk indeholder sŮledes ialt 77 vȷgte.

PŮ ˛gurerne 6.22 { 6.24 gengives resultaterne fra forsfigsrȷkken. For hver graf i ˛gurerne gȷlder det, at αff holdes konstant pŮ en angivet vȷrdi, og α_{rec} varieres. For hver afprfivet kombination af de to weight decays er der optrȷnet 10 forskellige netvȷrk. Optrȷningen indledtes med 50 iterationer gradient descent, hvorefter der fortsattes med maksimalt 550 iterationer med Gauss-Newtons metode; vȷgtene blev initialiseret med tilfȷldige vȷrdier i intervallet [−0.2 ; 0.2]. Intervallet er gjort lidt bredere end i afsnit 6.4 og afsnit 6.5 i forsfiget pŮ at skabe stfirre forskellighed mellem de optrȷnede netvȷrk for de store vȷrdier af weight decayet. Tilsyneladende har udvidelsen dog ingen betydning.

Figur 6.22 indeholder grafer med middelvȷrdien for trȷningsfejlen med angivelse af standardafvigelsen for de afprfivede kombinationer af αff samt α_{rec}. Figur 6.23 indeholder grafer med de tilsvarende middeltestfejl samt faktiske testfejl, og ˛gur 6.24 indeholder middelvȷrdi samt faktiske vȷrdier for 2-normen af gradienten i slutpunkterne. Hver graf indeholder en horisontal stiplet linie. Denne linie angiver middelvȷrdi for 10 optrȷnede 12{4{1 feedforward netvȷrk. Linierne svarer sŮledes til de undersfigte netvȷrks opffirsel i middel i grȷnsen α_{rec} → ∞ for fastholdt αff, og giver samtidig mulighed for at sammenligne med tilsvarende feedforward netvȷrk (der dog indeholder fȷrre parametre, ialt 57 vȷgte).

I ˛gur 6.22 ses middeltrȷningsfejlene for lave vȷrdier af α_{rec} at ligge et godt stykke under middelfejlen for feedforward netvȷrket, for de laveste vȷrdier omkring 30 % under. EfterhŮnden som α_{rec} figes, begrȷnses frihedsgraderne for de rekursive vȷgte; det e¸ektive antal (se feks. [Svarer 93]) rekursive vȷgte reduceres. Det aktuelle netvȷrk fŮr stfirre lighed med feedforward netvȷrket, og middeltrȷningsfejlene bevȷger sig op imod feedforward netvȷrkets middelfejl. Det bemȷrkes, at feedforward netvȷrkets middeltrȷningsfejl stiger stfit for stigende vȷrdier af αff, som det sȷdvanligvis ses (feks. i [Rasmussen 93]), svarende til at feedforward netvȷrkets frihedsgrader begrȷnses mere og mere.

Standardafvigelsen fra middeltrȷningsfejlen ses at falde i takt med de stigende begrȷnsninger, som netvȷrket underlȷgges. Dette kan tolkes i retning af, at antallet af (lokale) minima for den udvidede cost funktion (6.10) mindskes for stigende regularisering, svarende til den ’udglattende’ e¸ekt omtalt i afsnit 1.1.

Testfejlene i ˛gur 6.23 ses at variere mindre og mindre for stigende vȷrdier af α_{rec}. Dette svarer til, at der overtrȷnes mindre og mindre, ligesom muligheden for ustabilitet for de skjulte enheder mindskes, jvf. ˛gur 6.14.

Figur 6.22: Trȷningsfejl for et 12-4-1 feedback netvȷrk. Den horisontale stiplede linie angiver middel for et tilsvarende feedforward netvȷrk.

Figur 6.23: Testfejl for et 12-4-1 feedback netvȷrk. Den horisontale stiplede linie angiver middel for et tilsvarende feedforward netvȷrk. Bemȷrk den logaritmiske skala pŮ ordinat-aksen.

Figur 6.24: Gradientnorm for et 12-4-1 feedback netvȷrk. Den horisontale stiplede linie angiver middel for et tilsvarende feedforward netvȷrk.

For de stfirre vȷrdier af α_{rec} nȷrmer middeltestfejlene sig niveauet for feedforward netvȷrket svarende til stigende begrȷnsning af frihedsgrader, som nȷvnt ovenfor. Feedforward netvȷrkets middeltestfejl ses at falde for stigende vȷrdier af αff, og har minimum ⟨ARV_{test}⟩ = 0.1008 for αff = 10^{−2}, hvorefter den atter begynder at stige. Det forholdsvis store weight decay αff = 0.3 i sidste graf benyttes for at illustrere, at hvis weight decayet skrues tilstrȷkkeligt op, reducerer netvȷrket reelt til en lineȷr model. For en lineȷr model med 12 inputs haves:

Lineȷr model: ARV_{train} 0.1356 ARV_{test} 0.1304 Den fundne ’optimale’ vȷrdi αff = 10^{−2} svarer omtrent til de benyttede vȷrdier i [Svarer 93], hvor der benyttes α^{in}ff = 0.02 for inputvȷgtene og α^{out}ff = 0.01 for outputvȷgtene, ligesom testfejlene ligger pŮ samme niveau; se ifivrigt kapitel 5.

Det bemȷrkes, at isȷr for den optimale vȷrdi αff = 10^{−2} ligger middeltestfejlen for layered RTRL netvȷrket for de stfirre vȷrdier af α_{rec} lidt under feedforward netvȷrkets middelfejl. For at illustrere dette tydeligere, vises i ˛- gur 6.25 et udsnit af grafen med lineȷr skala pŮ ordinat-aksen. PŮ denne ˛gur ses det tydeligt, hvordan middeltestfejlene dykker under niveauet for feedforward netvȷrket, og langsomt nȷrmer sig dette, efterhŮnden som α_{rec} figes. Den mindste middeltestfejl opnŮs for α_{rec} = 0.1, hvor ⟨ARV_{test}⟩ = 0.0886.

Figur 6.25: Middeltestfejl samt datapunkter for optimalt feedforward α.

Denne vȷrdi er ikke helt sŮ lille som for de bedste netvȷrk rapporteret i [Weigend 90, Svarer 93], men kan vȷre et godt udgangspunkt for beskȷringsalgoritmerne beskrevet i kapitel 4.

I ˛gur 6.24 ses der at vȷre meget stor forskel pŮ, hvor stor α_{rec} skal vȷre for en given vȷrdi af αff, ffir alle optrȷninger forlfiber uden konditioneringsproblemer for Hessian-approksimationen. Den ’sporadiske’ sampling af α_{rec} samt αff skyldes netop sfigen efter overgangene, hvor disse problemer elimineres; det var ofte temmelig uklart, for hvilke vȷrdier af α_{rec} overgangen skulle ˛ndes for fastholdt αff. Overgangene er vigtige ved bestemmelse af weight decay parametre for netvȷrk, der efter endt optrȷning skal udsȷttes for beskȷring, da gradienterne for disse netvȷrk skal vȷre smŮ i overensstemmelse med de antagelser, der gfires for beskȷringsalgoritmerne i kapitel 4. For αff = 10^{−4} ses denne overgang ffirst at fremkomme for α_{rec} ≈ 7.75, et meget stort weight decay. Alligevel ses middeltestfejlen for denne vȷrdi at vȷre en anelse bedre end for feedforward netvȷrket, middeltrȷningsfejlen en hel del bedre. For de pŮgȷldende netvȷrk er de rekursive vȷgte som forventet meget smŮ, men har tilsyneladende alligevel betydning for netvȷrkets ’ydeevne’.

Figur 6.26: Omtrentlige kombinationer af de to weight decays, for hvilke konditioneringsproblemet elimineres.

EfterhŮnden som αff figes, falder den vȷrdi af α_{rec}, hvor overgangen indtrȷ¸er, drastisk. I ˛gur 6.26 er de to vȷrdier plottet mod hinanden, og de ligger overraskende nok tilnȷrmelsesvis pŮ en ret linie i et koordinatsystem med logaritmisk skala pŮ akserne; pŮ grafen er indtegnet kurven beskrevet ved udtrykket αff · α^{1.4}_{rec} = 1.758 · 10^{−3}. For kombinationer af de to α-vȷrdier, der liggerover denne linie, er konditioneringsproblemet elimineret.

I ˛gur 6.24 bemȷrkes det, at middel-gradientnormerne for feedforward netvȷrkene ikke afslfirer konditioneringsproblemer, de ligger alle pŮ niveau med stopkriteriet. Dette er dog ikke ensbetydende med, at problemerne udelukkende forekommer for feedback netvȷrk, hvilket beskrives i afsnit 6.10; de krȷver blot ikke sŮ store weight decays for at blive elimineret.

For at vende tilbage til indledningen af dette afsnit, betrages forskelligheden af de netvȷrk, der blev optrȷnet uden konditioneringsproblemer. For de lavere vȷrdier af αff ses opsplitningen af weight decayet at have bevirket, at der nu er en stfirre mangfoldighed af lfisninger, der kan nŮs uden konditioneringsproblemer med deraf ffilgende store gradienter i slutpunktet. De ‚este af disse netvȷrk er dog ret dŮrlige, middeltestfejlene ligger pŮ et hfijt niveau. For stigende vȷrdier af αff falder middeltestfejlen markant, men samtidig mindskes mangfoldigheden af de optrȷnede netvȷrk. Weight decayet for de bedste netvȷrk er sŮledes stadig temmelig restriktivt, pŮ trods af opdelingen af vȷgtene.

6.8 Lineȷre afhȷngigheder mellem vȷgtene

I dette afsnit skal outputtet fra enhederne i et lagdelt fuldt forbundet feedback netvȷrk undersfiges nȷrmere. I afsnit 2.2.2 blev outputtet fra hver enhed summarisk opskrevet som en funktion af de fivrige enheders output samt de eksterne inputs. I dette afsnit opskrives enhedernes output mere udffirligt for et konkret netvȷrk, dvs. med indsȷttelse af udtryk for de fivrige enheders output, for eventuelt at afslfire sammenhȷnge mellem vȷgtene, der er uhensigtsmȷssige for netvȷrkets optrȷning.

I ˛gur 6.27 illustreres netvȷrket, der her skal betragtes. For simpelhe-

HHH HHHY � �* •

6

@@ @@I@@@ @R � �`� � - œ - œ I(t)

V_2

V_0

V_1

Figur 6.27: Det betragtede netvȷrk med inputs I(t).

dens skyld reprȷsenterer I(t) dels de eksterne inputs til tiden t, dels bias til de enkelte enheder. Det bemȷrkes, at netvȷrket ikke har lokalt feedback i outputenheden, i overensstemmelse med beskrivelsen i afsnit 6.2. Outputenheden modtager som de testede netvȷrk i afsnit 6.7 ikke det eksterne input, hvilket vil lette overskueligheden. I det ffilgende benyttes notationen w_{ij}, der angiver vȷgten til enhed i fra enhed/input j.

Det her betragtede netvȷrk antages at have lineȷr outputenhed. Outputtet fra netvȷrket i ˛gur 6.27 til tiden t bliver sŮledes

V_0(t) = w_{01}V_1(t) + w_{02}V_2(t) (6.11)

I dette udtryk indgŮr outputtet fra de to skjulte enheder til tiden t. For den ffirste skjulte enhed haves:

V_1(t) = f_1 [ w_{11}V_1(t − 1) + w_{10}V_0(t − 1) + w_{12}V_2(t − 1) + w_{1I}I(t) ]

hvori indsȷttes outputtet V_0(t) fra outputenheden til tiden t − 1:

V_1(t) = f_1 [ w_{11}V_1(t − 1) + w_{10} ( w_{01}V_1(t − 1) + w_{02}V_2(t − 1) ) + w_{12}V_2(t − 1) + w_{1I}I(t) ] = f_1 [ (w_{11} + w_{10} w_{01}) V_1(t − 1) + (w_{12} + w_{10} w_{02}) V_2(t − 1) + w_{1I} I(t) ] (6.12)

Tilsvarende kan outputtet fra den anden skjulte enhed opskrives. I udtrykket (6.12) for V_1(t) ses det, at inputtet fra V_1(t − 1) ialt vȷgtes med (w_{11} + w_{10} w_{01}) og at inputtet fra V_2(t − 1) vȷgtes med ialt (w_{12} + w_{10} w_{02}). V_1(t) kan nu skrives som

V_1(t) = f_1 [ k_1V_1(t − 1) + k_2V_2(t − 1) + w_{1I} I(t) ]

hvor k_1 samt k_2 for et givet netvȷrk er konstante,

k_1 = w_{11} + w_{10} w_{01} k_2 = w_{12} + w_{10} w_{02} (6.13)

Vȷgtene w_{01} og w_{02} er fastlagt af outputtet, og kan ikke ȷndres uden at netvȷrkets output ogsŮ ȷndres. Derimod kan w_{10} vȷlges til en arbitrȷr vȷrdi, hvorefter w_{11} samt w_{12} kan justeres sŮledes, at k_1 og k_2 i (6.13) stadig er konstante, og netvȷrkets output uȷndret. Hvis feks. w_{10} elimineres i ovenstŮende udtryk, fŮs ffilgende lineȷre sammenhȷng (de fivrige elementer er for et givet netvȷrk konstante) mellem w_{11} og w_{12}:

w_{11} = w_{12} · w_{01} w_{02}

+ k_1 − k_2 · w_{01} w_{02}

(6.14)

For vȷrdier af w_{11} og w_{12} pŮ denne linie vil netvȷrkets output vȷre uȷndret, hvis w_{10} = k_2 − w_{12} w_{02}

(6.15)

Dette er sȷrdeles uheldigt, da der til ethvert tidspunkt under optrȷningen af netvȷrket sŮ vil vȷre en retning i vȷgtrummet, i hvilken den kvadratiske cost funktion er konstant. Dette vil give problemer, hvis der anvendes Gauss- Newtons eller Newtons metode til optrȷningen. Hessianmatricen med de anden a‚edede vil vȷre singulȷr, da krumningen i den konstante retning vil vȷre nul; Newtonskridtet er derfor ubestemt. For Gauss-Newtons metode vil gȷlde, at Hessian-approksimationen vil vȷre tȷt pŮ at vȷre singulȷr, med dŮrlig konditionering og heraf dŮrligt bestemt sfigeretning til ffilge. Yderligere vil Gauss-Newtons metode resultere i store ’skridt’, der dog begrȷnses af liniesfigningen, hvilket forklarer de smŮ vȷrdier af η, der ffilger med den dŮrlige konditionering. Retningen af disse skridt vil (omtrent) vȷre i den konstante retning.

I ˛gur 6.28 illustreres det, hvordan en sŮdan retning ser ud som funktion af to vȷgte. Plottet stammer fra en cost funktion uden weight decay for et netvȷrk med to skjulte enheder samt et enkelt eksternt input, som outputenheden dog ogsŮ modtager. Netvȷrket er indledningsvis optrȷnet med bŮde gradient descent samt pseudo Gauss-Newton, og plottet viser et udsnit af cost funktionen som funktion af vȷgtene w_{11} samt w_{12} efter at der er foretaget 150 iterationer med Gauss-Newtons metode. Cost funktionens vȷrdi er her konstant, men vȷgtene undergŮr store ȷndringer gennem iterationerne svarende til, at iterationspunktet bevȷger sig i en retning, hvor cost funktionen er konstant, som beskrevet ovenfor. I appendiks F er det her omtalte forsfig beskrevet mere detaljeret, med angivelse af vȷgtene samt illustration

Figur 6.28: Cost funktion uden weight decay efter 100 iterationer gradient descent, 25 iterationer pseudo Gauss-Newton samt 150 iterationer Gauss-Newton.

af cost funktionen pŮ forskellige stadier af optrȷningsforlfibet. Efterffilgende gentages forsfiget med weight decay, og den positive e¸ekt af dette illustreres. Weight decayet medffirer, at der ikke lȷngere er nogen retninger, i hvilke cost funktionen er konstant, da cost funktionen nu vil vokse for stfirre vȷgte. I retninger, hvor cost funktionen uden weight decay var konstant, vil den nu beskrive en parabel.

Et vȷsentligt punkt at bemȷrke omkring den lineȷre afhȷngighed vȷgtene imellem er, at gradient descent samt pseudo Gauss-Newton ikke lider under de samme problemer med retningerne, hvor cost funktionen er konstant, som Newtons samt Gauss-Newtons metode gfir. For de to ffirstnȷvnte metoder bestemmes sfigeretningen separat for hver vȷgt, de ’opdager’ sŮledes ikke, at der er afhȷngigheder imellem vȷgtene. For de to sidstnȷvnte andenordens metoder vil sfigeretningen derimod sfiges bestemt ved at lfise et ligningssystem, der er (tȷt pŮ at vȷre) singulȷrt.

OvenstŮende betragtninger omkring lineȷre afhȷngigheder mellem vȷgtene og deraf ffilgende retninger, i hvilke cost funktionen er konstant, er foretaget pŮ baggrund af en enkelt skjult enhed. For hver af de fivrige enheder vil der naturligvis gȷlde tilsvarende, sŮledes at antallet af retninger figes med antallet af skjulte enheder.

I udtrykkene (6.13) bemȷrkes det, at vȷgten w_{10} fra outputenheden til den skjulte enhed er parameteren, der knytter de fivrige sammen. Hvis vȷgtene fra outputenheden til de skjulte enheder fjernes, ses de lineȷre afhȷngigheder imellem vȷgtene sŮledes at blive elimineret; det skal derfor her anbefales, at der ikke benyttes feedback fra outputenheden til de skjulte enheder, nŮr outputtet er lineȷrt. Nedenfor beskrives et stfirre forsfig, der illustrerer, hvilken e¸ekt det har pŮ stfirrelsen af det krȷvede weight decay, at eliminere disse feedback vȷgte fra outputenheden til de skjulte enheder.

6.9 Opdeling uden lineȷr afhȷngighed

I afsnit 6.7 blev der beskrevet et stfirre forsfig, hvor vȷgtene blev opdelt i to grupper med hvert sit weight decay, hhv. αff samt α_{rec}. I det ffilgende beskrives et lignende forsfig med stort set samme netvȷrk, som blev benyttet i afsnit 6.7, blot er feedback vȷgtene fra outputenheden til de skjulte enheder nu elimineret, som det anbefales i afsnit 6.8. Det afprfivede netvȷrk har sŮledes 12 eksterne inputs til de ˛re skjulte enheder; outputenheden modtager ikke de eksterne inputs og har ikke lokalt feedback, ligesom der ikke er forbindelse fra outputenheden til de skjulte enheder. De afprfivede netvȷrk indeholder 73 vȷgte, ˛re mindre end de i afsnit 6.7 betragtede.

Som tidligere indledes optrȷningen med 50 iterationer gradient descent efterfulgt af maksimalt 550 iterationer med Gauss-Newtons metode. Vȷgtene initialiseres med tilfȷldige vȷrdier i intervallet [−0.2 ; 0.2], som det ogsŮ blev gjort i afsnit 6.7.

PŮ ˛gurene 6.29{6.31 gengives resultaterne fra forsfigsrȷkken. Det ffir-

Figur 6.29: Trȷningsfejl for et 12-4-1 feedback netvȷrk uden feedback fra outputenheden til de skjulte enheder. Den horisontale stiplede linie angiver middel for et tilsvarende feedforward netvȷrk.

Figur 6.30: Testfejl for et 12-4-1 feedback netvȷrk uden feedback fra outputenheden til de skjulte enheder. Den horisontale stiplede linie angiver middel for et tilsvarende feedforward netvȷrk. Bemȷrk den logaritmiske skala pŮ ordinat-aksen.

Figur 6.31: Gradientnorm for et 12-4-1 feedback netvȷrk uden feedback fra outputenheden til de skjulte enheder. Den horisontale stiplede linie angiver middel for et tilsvarende feedforward netvȷrk.

ste, der skal bemȷrkes omkring disse, er niveauet for de anvendte weight decays α_{rec} for de rekursive vȷgte, for fastholdt αff. Niveauerne er langt lavere end de tilsvarende i ˛gur 6.22{6.24. Ïrsagen til dette ˛ndes i ˛- gur 6.31. Som i afsnit 6.7 er det for hver fastholdt αff sfigt at lokalisere de overgange for α_{rec}, hvor optrȷningen forlfiber uden konditioneringsproblemer for Hessian-approksimationen, illustreret ved de store gradientnormer i slutpunktet. Hvor det krȷvede α_{rec} i afsnit 6.7 var meget svingende, med vȷrdier helt op til α_{rec} = 7.75, ses overgangene nu for alle de afprfivede vȷrdier af αff at ligge omkring α_{rec} = 0.04 { 0.05.

Som beskrevet ovenfor, er den eneste ȷndring i forhold til de afprfivede netvȷrk i afsnit 6.7, at de ˛re vȷgte fra outputenheden til de skjulte enheder nu er elimineret. Eftersom de ˛re vȷgte kun udgfir omkring 5 % af det samlede antal parametre, kan ȷndringerne af overgangenes placering ikke tilskrives reduktionen i antallet af vȷgte. De store reduktioner i de nfidvendige αff for problemfri optrȷning mŮ derfor skyldes, at der ikke lȷngere er lineȷr afhȷngighed imellem nogle af vȷgtene, som det blev beskrevet i afsnit 6.8, med deraf ffilgende singularitetsproblemer.

Trȷningsfejlene i ˛gur 6.29 ses at opffire sig nogenlunde som pŮ ˛gur 6.22 i afsnit 6.7. For smŮ vȷrdier af α_{rec} ligger middeltrȷningsfejlen vȷsentligt under middelfejlen for det tilsvarende feedforward netvȷrk, men nȷrmer sig dette niveau for stigende α_{rec}, som det beskrives i afsnit 6.7. Ligeledes ses standardafvigelsen at aftage for stigende vȷrdier af (αff , α_{rec}).

De opnŮede middeltestfejl i ˛gur 6.30 opnŮr generelt samme niveau som de tilsvarende pŮ ˛gur 6.23 i afsnit 6.7. Dog er det pŮ ˛gur 6.30 for alle de afprfivede αff nu tydeligere, at middeltestfejlen for stigende α_{rec} ffirst bliver mindre end middeltestfejlen for det tilsvarende feedforward netvȷrk, for derefter at konvergere mod denne. Som i afsnit 6.7 opnŮs den bedste generaliseringsevne for αff = 10^{−2}. PŮ ˛gur 6.32 gengives middeltestfejlene for denne vȷrdi med lineȷr skala pŮ ordinat-aksen. Den mindste middelfejl opnŮs for α_{rec} = 0.15, hvor ⟨ARV_{test}⟩ = 0.0892. Denne mindste vȷrdi opnŮs for en stfirre vȷrdi af α_{rec}, end det var tilfȷldet i afsnit 6.7, hvilket der dog ikke skal lȷgges for meget i, da det pŮ ˛gur 6.32 ses, at middeltestfejlene i intervallet α_{rec} ∈ [0.1 ; 0.15] stort set er ens.

Elimineringen af vȷgtene fra outputenheden til de skjulte enheder vil vȷre en fordel ved efterffilgende beskȷring af netvȷrket. Hvis disse vȷgte ikke elimineres, vil de store α_{rec}, der i sŮ fald mŮ anvendes for at sikre problemfri indledende optrȷning til et (lokalt) minimum for cost funktionen, virke stȷrkt hȷmmende pŮ netvȷrket, hvis de omtalte vȷgte bliver fjernet under beskȷringen. Dette problem ses dog ved sammenligning af ˛gur 6.24 med ˛gur 6.31 kun at vȷre et reelt problem for de afprfivede vȷrdier af αff, der er mindre end 10^{−2}, da de nfidvendige vȷrdier af α_{rec} for denne vȷrdi af αff stort set er ens pŮ de to ˛gurer.

Selvom eliminering af den lineȷre afhȷngighed vȷgtene imellem har reduceret konditionsproblemet vȷsentligt, er det dog stadig i hfij grad tilstede.

Figur 6.32: Middeltestfejl samt datapunkter for optimalt feedforward α, uden feedback fra outputenheden til de skjulte enheder.

I nȷste afsnit beskrives det, hvad der kan forŮrsage den resterende del af problemet.

6.10 Analyse af Jacobi-matrix

I dette afsnit foretages en analyse af, hvad der kan bevirke, at den approksimation til Hessianmatricen, der anvendes i Gauss-Newtons metode, bliver dŮrligt konditioneret.

Fra kapitel 1 erindres det, at den kvadratiske cost funktion

E(w) = 1 2 T∑ t=1 [x(t) − V^o(t)]^2 = 1 2 T∑ t=1 [e(t)]^2 (6.16)

har de anden a‚edede

∂^2E(w) ∂w_i∂w_j = − T∑ t=1 [ e(t) ∂^2V^o(t) ∂w_i∂w_j − ∂V^o(t) ∂w_i · ∂V^o(t) ∂w_j ] = A_{ij} (6.17)

der samles i Hessianmatricen A. Denne matrix kan skrives som

A = J^TJ + B (6.18)

hvor J kaldes Jacobi matricen. Hvis der er T trȷningseksempler og n_w vȷgte i netvȷrket, har J dimension T × n_w, og J_{tj} = ∂V^o(t) ∂w_j (6.19)

Hver rȷkke i J indeholder sŮledes de partielle a‚edede af netvȷrkets outputfunktion for det pŮgȷldende eksempel til tiden t. B indeholder de anden a‚edede af netvȷrkets output, med B_{ij} = − T∑ t=1 e(t) ∂^2V^o(t) ∂w_i∂w_j (6.20)

Gauss-Newton metoden ser bort fra B, og benytter approksimationen

A ≈ J^TJ (6.21)

Som enhver anden matrix kan Jacobimatricen opskrives som Singular Value Dekompositionen (SVD) J = U D V^T (6.22)

hvor U med dimension T × n_w samt V med dimension n_w × n_w er ortogonale matricer, og D er en n_w × n_w diagonalmatrix med elementer D_{ii} ≥ 0, der kaldes de singulȷre vȷrdier for J. SVD er beskrevet indgŮende i feks. [Press 92], og vil her ikke blive beskrevet yderligere. Det skal blot nȷvnes, at de singulȷre vȷrdier er kvadratroden af den numeriske vȷrdi af egenvȷrdierne for J^TJ, og at antallet af singulȷre vȷrdier, der er forskellige fra nul, angiver rangen af J. Ved rangen af J forstŮs antallet af sfijler, der er lineȷrt uafhȷngige.

Hvis nogle af sfijlerne i J er meget tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige, vil nogle af de singulȷre vȷrdier i stedet for at vȷre nul blive meget smŮ, hvilket medffirer, at nogle af egenvȷrdierne for JT J bliver meget smŮ, hvilket igen iffilge beskrivelsen i appendiks D betyder, at Hessian-approksimationen J^TJ bliver dŮrligt konditioneret.

For neurale netvȷrk vil det ofte forekomme, at nogle af sfijlerne i J er meget tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige ([Saarinen 93]). I denne artikel etableres der ved hjȷlp af diverse sȷtninger omkring nedre samt fivre grȷnser for konditionstal for matricer en sammenhȷng mellem smŮ vinkler imellem nogle af sfijlerne i J og et stort konditionstal for J^TJ.

Efter at have etableret denne sammenhȷng, opskrives de partielle a‚edede for et feedforward netvȷrk med to lag skjulte enheder svarende til sfijlerne i J, og det analyseres, under hvilke betingelser disse a‚edede vil vȷre tȷt pŮ lineȷr afhȷngighed. Det viser sig, at den latente lineȷre afhȷngighed sfijlerne imellem er stȷrkt knyttet til de benyttede sigmoid-funktioner for de skjulte enheder. Det illustreres, hvorledes de indgŮende kombinationer af sigmoid-funktioner samt deres a‚edede i sfijlerne i J stort set er konstante for selv moderate numeriske stfirrelser af inputtet til de skjulte enheder, hvilket ffirer til lineȷr afhȷngighed. Udledningerne ffilges op af et stfirre antal eksempler for forskellige stfirrelser netvȷrk, der illustrerer de opstŮende lineȷre afhȷngigheder mellem sfijlerne i J, og de deraf ffilgende store konditionstal for J^TJ.

For at illustrere rȷsonnementet i [Saarinen 93], opskrives de partielle a‚edede for et simpelt feedforward netvȷrk med to inputs a og b samt to skjulte

@@ @I ıııı ııııı1 � �` PPPP

PPPPPi_{• •}

6

HHH HHHY � �*

a(t) b(t)

V_2

V_0

V_1

Output

Figur 6.33: Simpelt feedforward netvȷrk.

enheder, som afbildet pŮ ˛gur 6.33. I det ffilgende vil w_{ij} angive vȷgten til enhed i fra input/enhed j. Outputenheden vil have lineȷr aktiveringsfunktion, de skjulte enheder vil have sigmoid-aktiveringsfunktionerne σ_1(t) og σ_2(t), med de a‚edede hhv. σ^′_1(t) og σ^′_2(t). Outputtet fra netvȷrket til tiden t kan nu opskrives som

V_0(t) = w_{01} σ_1 [s_1(t)] + w_{02} σ_2 [s_2(t)] + w_{0,bias} = w_{01} σ_1 [w_{1a} a(t) + w_{1b} b(t) + w_{1,bias}] + w_{02} σ_2 [w_{2a} a(t) + w_{2b} b(t) + w_{2,bias}] + w_{0,bias}

(6.23)

De partielle a‚edede bestemmes nu til ffilgende:

∂V_0(t) ∂w_{01} = σ_1 [w_{1a} a(t) + w_{1b} b(t) + w_{1,bias}] (6.24)

∂V_0(t) ∂w_{02} = σ_2 [w_{2a} a(t) + w_{2b} b(t) + w_{2,bias}] (6.25)

∂V_0(t) ∂w_{0,bias} = 1 (6.26)

∂V_0(t) ∂w_{1a} = w_{01} σ^′_1(t) a(t) (6.27)

∂V_0(t) ∂w_{1b} = w_{01} σ^′_1(t) b(t) (6.28)

∂V_0(t) ∂w_{1,bias} = w_{01} σ_1(t) (6.29)

∂V_0(t) ∂w_{2a} = w_{02} σ^′_2(t) a(t) (6.30)

∂V_0(t) ∂w_{2b} = w_{02} σ^′_2(t) b(t) (6.31)

∂V_0(t) ∂w_{2,bias} = w_{02} σ^′_2(t) (6.32)

Hvis der er lineȷr afhȷngighed mellem de eksterne inputs a(t) og b(t), vil der vȷre lineȷr afhȷngighed mellem sfijlerne i J bestemt ved (6.27) og (6.28), samt mellem sfijlerne bestemt ved (6.30) og (6.31). Hvis dette ikke er tilfȷldet, kan der dog alligevel opstŮ situationer, hvor to eller ‚ere rȷkker i J er tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige. Til at beskrive disse, benyttes notationerne σ_1, σ_1^′, σ_2 samt σ_2^′, der angiver vektorer indeholdende de pŮgȷldende funktionsvȷrdier for t = 1 . . . T .

I [Saarinen 93] anffires nogle muligheder for, at sfijler i J vil vȷre tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige. I det ffilgende relateres disse muligheder til de partielle a‚edede (6.24){(6.32) for netvȷrket pŮ ˛gur 6.33:

1. Hvis σ_1 eller σ_2 er omtrent proportionale med e = (1, . . . , 1)^T, vil (6.24) eller (6.25) vȷre omtrent proportionale med (6.26).

2. Hvis vinklen θ mellem σ_1^′ og σ_2^′ er lille, vil sfijlerne i J bestemt ved (6.27) og (6.30), (6.28) og (6.31) samt (6.29) og (6.32) vȷre tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige.

3. Hvis σ_1 og σ_2 er proportionale, vil (6.24) og (6.25) vȷre proportionale.

For at illustrere ovenstŮende, optrȷnes et 12{4{1 feedforward netvȷrk. I afsnit 6.7 samt 6.9 blev dette netvȷrk benyttet som reference for tilsvarende rekursive layered RTRL-netvȷrk. Med weight decay parametre ned til α = 10^{−4} var der ingen konditioneringsproblemer at spore for feedforward netvȷrket, men i ˛gur 6.34 vises konditionstallet for J^TJ som funktion af iterationsantallet for α = 10^{−8}. Netvȷrket er trȷnet op med 50 iterationer gradient descent efterfulgt af 150 iterationer med Gauss-Newtons metode.

Som det er observeret for de rekursive netvȷrk i de foregŮende afsnit, ses feedforward netvȷrket pŮ ˛gur 6.34 ligeledes at lide under konditioneringsproblemer under optrȷningen. PŮ den hfijre graf i ˛gur 6.34 vises de numeriske vȷrdier af egenvȷrdierne sorteret efter stfirrelse for den fulde Hessian A samt J^TJ; da A ikke er positivt de˛nit, er dennes negative egenvȷrdier specielt markeret pga. den logaritmiske skala pŮ ordinat-aksen. Denne illustration af egenvȷrdierne har stor lighed med tilsvarende illustrationer i [Saarinen 93] for de der testede netvȷrk.

Iffilge beskrivelsen ovenfor af udledningerne i [Saarinen 93] skyldes den dŮrlige konditionering af Hessianen, at nogle af sfijlerne i J er meget tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige. Hvis man for det optrȷnede netvȷrk ovenfor betragter cosinus til vinklerne mellem sfijlerne i Jacobi-matricen, vil det fremgŮ, at et antal af disse er meget tȷt pŮ een. De pŮgȷldende sfijler svarer til situationen (2) af de ovenfor opremsede muligheder for omtrentlig lineȷr afhȷngighed svarende til, at σ_1^′ samt σ_2^′ er omtrent proportionale. I

Figur 6.34: Konditionstal for J^TJ for et 12{4{1 feedforward netvȷrk under optrȷningen samt spektret af egenvȷrdier i slutpunktet.

˛gur 6.35 vises cosinus til vinklen mellem de sfijler i J, der sŮledes vil vȷre parvis tȷt pŮ lineȷrt afhȷngige, i overensstemmelse med punkt (2) i opremsningen ovenfor. Da der for det her betragtede netvȷrk er 12 eksterne inputs samt et bias, er ialt 13 sfijler i J tȷt pŮ at vȷre lineȷrt afhȷngige.

For rekursive neurale netvȷrk vil der kunne gfires betragtninger tilsvarende dem, der ovenfor er gjort for feedforward netvȷrk. Dette vil man kunne overbevise sig om, hvis samtlige partielle a‚edede opskrives for et givent layered RTRL netvȷrk, hvad der dog ikke vil blive gjort her. Afslutningsvis

Figur 6.35: Vinkler mellem sfijler i J svarende til situation (2).

illustreres i ˛gur 6.36 konditionstallet for J^TJ som funktion af iterationsantallet samt egenvȷrdi-spektret i slutpunktet for et 12{4{1 layered RTRL netvȷrk magen til det i afsnit 6.9 testede. De benyttede weight decays er αff = 10^{−4} samt α_{rec} = 10^{−2}.

Figur 6.36: Konditionstal for J^TJ for et 12{4{1 layered RTRL netvȷrk under optrȷningen samt spektret af egenvȷrdier i slutpunktet.

Det bemȷrkes, at de mindste egenvȷrdier for J^TJ er stfirre end det mindste anvendte weight decay, αff = 10^{−4}. Til gengȷld er de stfirste egenvȷrdier meget store, hvilket giver den dŮrlige konditionering. De store egenvȷrdier skyldes den rekursive beregning af de partielle a‚edede. Disse beregnes for hvert eksempel som en vȷgtet sum af de for det foregŮende eksempel beregnede a‚edede, hvilket betyder, at elementerne i Jacobi-matricen og dermed i J^TJ kan blive meget store. Dette kan forklare, hvorfor det er nfidvendigt med det store weight decay for de rekursive vȷgte for at undgŮ konditioneringsproblemer. Weight decayet begrȷnser disse vȷgtes numeriske stfirrelser, hvorfor den vȷgtede sum af tidligere beregnede partielle a‚edede uvȷgerligt vil blive mindre, hvilket man kan overbevise sig om ved at betragte udtrykkene for de partielle a‚edede for layered RTRL i afsnit 2.2.2. Her ses det, at en overvejende del af de partielle a‚edede for outputenheden bestŮr af en vȷgtet sum af de skjulte enheders partielle a‚edede; disse beregnes igen som en sum af tidligere a‚edede, vȷgtet netop med de rekursive vȷgte. Samtidig begrȷnser weight decayet egenvȷrdierne for J^TJ nedad til (se appendiks D) med bedre konditionering til ffilge.

6.11 Sammenfatning

Dette kapitel har behandlet optrȷning af layered RTRL netvȷrk. Tilstrȷkkelig optrȷning af et givent netvȷrk er naturligvis helt essentiel for netvȷrkets evne til at udffire den givne opgave, men ogsŮ i forbindelse med efterffilgende beskȷring er det af stor vigtighed, at netvȷrket er trȷnet til et minimum for cost funktionen.

Optræningsmetoder

I afsnit 6.4 samt afsnit 6.5 afprfives pŮ solpletserien fem forskellige metoder til optrȷning af netvȷrkene, to gradientmetoder samt tre andenordens metoder. Denne afprfivning afslfirer store kvalitative forskelle metoderne imellem.

De to gradientmetoder, RTRL samt gradient descent med adaptiv bestemmelse af learning rate η, har store problemer med overhovedet at konvergere mod et (lokalt) minimum for cost funktionen. Udfra de illustrerede iterationsforlfib kan man stille sig tvivlende overfor, om de overhovedet vil kunne opnŮ samme niveau for trȷningsfejlen, som nŮs med andenordens metoderne, inden for endelig tid. Denne langsomme konvergens skyldes de store konditionstal for Hessianmatricen, der senere konstateres. Selv med virkeligt store weight decays ligger de laveste konditionstal omkring κ_2(H) = 10^4, hvilket iffilge afsnit 1.3 kan vȷre fidelȷggende for konvergensen af en gradientmetode.

Pseudo Gauss-Newton henregnes til andenordens metoderne, men er egentlig en hybrid imellem ffirste- og andenordens metoder, grundet den grove approksimation til Hessianmatricen. Det opnŮede niveau for trȷningsfejlene ligger omkring 25 % under det tilsvarende opnŮet med gradientmetoderne, hvorfor pseudo Gauss-Newton betragtes som vȷsentligt bedre end disse. I betragtning af, at denne forbedring opnŮs blot ved i forhold til gradient descent at udffire en enkelt multiplikation samt division ekstra pr. element i sfigeretningsvektoren, mŮ pseudo Gauss-Newton klart anbefales fremfor gradient descent. Pseudo Gauss-Newton har dog ogsŮ problemer med at konvergere mod et minimum for cost funktionen, hvilket fremgŮr dels af niveauet for trȷningsfejlen sammenlignet med de fivrige andenordensmetoder, dels af gradientnormen i slutpunkterne.

For at trȷne netvȷrkene ’helt i bund’ er det tilsyneladende nfidvendigt at benytte Gauss-Newtons metode. Niveauet for de her opnŮede trȷningsfejl ligger yderligere 25% under det tilsvarende niveau for pseudo Gauss-Newton, ligesom gradient-normen for de stfirre vȷrdier af weight decayet ligger pŮ et niveau, der viser, at de bestemte punkter rent faktisk er (lokale) minima.

Succesfuld anvendelse af Newtons metode fordrer, at man er ’tȷt’ pŮ et (lokalt) minimum. Er dette opfyldt, kan man opnŮ en markant forbedring af konvergensen fremfor med Gauss-Newtons metode, mŮlt i antal iterationer. Forskellen er dog langtfra sŮ markant, som det var tilfȷldet mellem Gauss- Newton og gradient descent/pseudo Gauss-Newton, hvor det reelt var et spfirgsmŮl om konvergens mod et (lokalt) minimum eller ej; mellem Newtons og Gauss-Newtons metode er der ingen kvalitative forskelle mellem de resulterende bestemte minimaer.

I appendiks G.2 er der for et netvȷrk foretaget en sammenligning af e¸ektiviten imellem de her benyttede optrȷningsmetoder. BŮde opnŮet trȷningsfejl, benyttet antal iterationer samt forbrugt tid sammenlignes. Af sammenligningen konkluderes det, at Gauss-Newtons metode er den mest e¸ektive metode at anvende for netvȷrk af de i dette arbejde benyttede stfirrelser, da den tidsmȷssigt er hurtigst og samtidig opnŮr det laveste niveau for trȷningsfejlen. Newtons metode er hurtigst mŮlt i antal forbrugte iterationer, men beregning af sfigeretningen udfra den fulde Hessianmatrix vises i appendiks G.1 at vȷre sŮ tidskrȷvende, at metoden ikke kan svare sig.

Konditioneringsproblemer

Anvendelse af Gauss-Newtons metode til optrȷning har afslfiret store konditioneringsproblemer for cost funktionens Hessianmatrix. Disse problemer har deres rod i ‚ere forhold omkring netvȷrkene. I afsnit 6.8 vises det, at hvis der benyttes feedback fra et lineȷrt output til de skjulte enheder, opstŮr der lineȷre afhȷngigheder imellem nogle af vȷgtene, hvilket uvȷgerligt vil medffire singularitet i Hessianmatricen. Det viser sig, at eliminering af disse vȷgte dog ikke lfiser problemet helt, men blot reducerer det.

Den resterende del af konditioneringsproblemerne vises i afsnit 6.10 delvis at stamme fra tilnȷrmelsesvis lineȷr afhȷngighed mellem sfijlerne i Jacobimatricen med de partielle a‚edede for hvert eksempel, hvilket kan medffire meget smŮ egenvȷrdier. Denne afhȷngighed skyldes egenskaber ved de skjulte enheders sigmoid-funktioner. Det vises ogsŮ, at der kan forekomme meget store egenvȷrdier for de rekursive netvȷrk. Disse store vȷrdier forŮrsages af meget store vȷrdier for de partielle a‚edede, der igen skyldes en kombination af store vȷgte samt rekursiv beregning af de a‚edede.

Weight decay

Udvidelse af cost funktionen med weight decay synes at fungere som et universalmiddel imod alle de problemer med optrȷningen, der er konstateret for de rekursive netvȷrk; isȷr er det vigtigt med betydeligt weight decay for de rekursive vȷgte.

Weight decayet begrȷnser vȷgtenes numeriske stfirrelse. Dette modvirker, at der opstŮr stabilitetsproblemer for de skjulte enheder, med store fejl til ffilge, som det vises i ˛gur 6.14, hvor de skjulte enheder gŮr i mȷtning. De begrȷnsede vȷgte kan ogsŮ betyde, at de partielle a‚ededes numeriske stfirrelse begrȷnses, som det nȷvnes i afsnit 6.10; dette medffirer, at de stfirste egenvȷrdier for Hessianmatricen, og dermed dennes konditionstal, reduceres.

Weight decayet begrȷnser de singularitetsproblemer, der uvȷgerligt vil opstŮ for neurale netvȷrk, beskrevet i afsnit 6.10. Dette opnŮs ved at forfige de mindste egenvȷrdier, hvorved der i hvert fald for den positivt de˛nite approksimation til Hessianmatricen, anvendt af Gauss-Newtons metode, vil opnŮs bedre konditionering.

De udffirte forsfig viser, at weight decayet ogsŮ har en gavnlig ind‚ydelse pŮ netvȷrkenes generaliseringsevne. Talrige forsfig illustrerer, at den gennemsnitlige generaliseringsfejl ffirst falder med figet weight decay grundet mindsket overtrȷning, hvorefter den begynder at stige, svarende til at de pŮlagte restriktioner for vȷgtene bliver for kraftige.

Ved sammenligning af de rekursive netvȷrk med feedforward netvȷrk i afsnit 6.9 fremgŮr det tydeligt, at et rekursivt netvȷrk (i middel) kan bringes til at generalisere vȷsentligt bedre end det tilsvarende feedforward netvȷrk med samme antal inputs samt antal skjulte enheder, ved passende valg af weight decayet for de rekursive vȷgte. Det skal dog her tages med i betragtning, at de to sammenlignede netvȷrk ikke indeholder samme antal parametre. De mindste middeltestfejl observeret i afsnit 6.9 kan dog ikke mŮle sig med de i kapitel 5 oplyste bedste resultater, der er opnŮet med feedforward netvȷrk. Dette skyldes sandsynligvis, at den anvendte struktur af netvȷrket ikke er optimal for det givne problem, hvad efterffilgende beskȷring muligvis kan rette op pŮ.

Kapitel 7

Forsøg med beskæring

Dette kapitel indeholder en beskrivelse af de forsfig, der er udffirt med beskȷringsalgoritmerne OBD, OBS samt magnitude based beskȷring, for hvilke det teoretiske fundament blev udledt i kapitel 4.

De i dette kapitel udffirte forsfig skal betragtes som en indledning til beskȷring af fuldt forbundne feedback netvȷrk med metoderne Optimal Brain Damage samt Optimal Brain Surgeon. Forsfigsrȷkken er langt fra sŮ omfattende, som det var tilfȷldet for optrȷningen i kapitel 6, hvilket skyldes, at der i dette arbejde er lagt stfirst vȷgt pŮ at sikre e¸ektiv optrȷning, hvilket mŮ vȷre en forudsȷtning for e¸ektiv anvendelse af beskȷringsalgoritmerne.

7.1 Beskrivelse af netvȷrk

I afsnit 6.9 blev der udffirt en forsfigsrȷkke for et layered RTRL netvȷrk med 73 vȷgte, der forbandt ˛re skjulte enheder, som hver modtog 12 eksterne inputs. Outputenheden modtog ikke de eksterne inputs, og havde hverken lokalt feedback eller forbindelse tilbage til de skjulte enheder. Vȷgtene var delt op i to grupper med hvert sit weight decay, αff for feedforward vȷgtene og α_{rec} for feedback vȷgtene. Forsfigene illustrerede, for hvilke kombinationer af de to weight decays optrȷning af netvȷrkene med Gauss-Newtons metode kunne forlfibe uden betydende konditioneringsproblemer for Hessianapproksimationen. Forsfigene viste yderligere, hvilket niveau testfejlen ligger pŮ for den benyttede arkitektur, for forskellige kombinationer af de to weight decays.

De laveste middeltestfejl blev opnŮet med αff = 0.01, og er afbildet i ˛gur 6.32. I det ffilgende beskrives en forsfigsrȷkke, hvor de lave testfejl med αff = 0.01 er forsfigt reduceret yderligere ved at beskȷre netvȷrkene med OBD og OBS; desuden er netvȷrkene beskŮret med Magnitude based pruning for at se, hvordan denne simple metode vil klare sig sammenlignet med de to andre. Til at bestemme det optimale netvȷrk benyttes Akaike’s FPE-estimat. For alle tre metoder elimineres een vȷgt ad gangen, selvom OBD samt Magnitude based metoden Ůbner op for eliminering af ‚ere vȷgte pŮ een gang (se kapitel 4).

For αff = 0.01 er der for forskellige vȷrdier af α_{rec} optrȷnet ti netvȷrk til et (lokalt) minimum. Nedenfor gengives de opnŮede middeltestfejl med angivelse af standardafvigelse efter denne optrȷning: αff α_{rec} ARV_{test} 0.01 0.05 0.1108 ± 0.0129 0.01 0.075 0.0927 ± 0.0002 0.01 0.1 0.0920 ± 0.0161 0.01 0.125 0.0884 ± 0.0068 0.01 0.15 0.0908 ± 0.0064

Tabel 7.1: Testfejl inden beskȷring.

Netvȷrkene er herefter beskŮret med hver af de tre metoder; hver metode er sŮledes blevet afprfivet pŮ prȷcis de samme netvȷrk, for at give lige begyndelsesbetingelser.

Det skal her bemȷrkes, at nogle af de optrȷnede netvȷrk for samme kombination af weight decays havde nfijagtig den samme trȷnings- samt testfejl, som det ogsŮ er tilfȷldet for tilsvarende netvȷrk pŮ ˛gur 6.29 samt ˛gur 6.30 i kapitel 6.9. Dette skyldes det relativt store anvendte weight decay, der bevirker, at de optrȷnede netvȷrk bliver ens pŮnȷr en permutation af de skjulte enheder. Dette havde den betydning, at forlfibene af fejlene for disse netvȷrk under beskȷringen var helt ens. De beskŮrede netvȷrk for to sŮdanne helt ens forlfib af fejlene blev skitseret ved siden af hinanden, og det viste sig netop, at de var ens pŮnȷr en permutation af enhederne.

7.2 Genoptrȷning

Efter at en vȷgt er skŮret vȷk, genoptrȷnes det reducerede netvȷrk med Gauss-Newtons metode, indtil stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−6} er opfyldt; dette stopkriterie blev i afsnit 6.9 opfyldt uden problemer for alle netvȷrk med de her benyttede kombinationer af αff og α_{rec}. Det maksimalt tilladte antal iterationer for at opfylde stopkriteriet er sat til 100, men stopkriteriet opfyldes som oftest efter 10{20 iterationer. Efter Gauss-Newton optrȷningen foretages der nogle fŮ iterationer med Newtons metode for at reducere gradient-normen yderligere. I de ‚este tilfȷlde indebȷrer disse iterationer, at gradient-normen bliver bragt adskillige stfirrelsesordner under 10^{−6}. SŮledes sikres det, at cost funktionen efter hver vȷgt-eliminering igen er genoptrȷnet til et punkt, der ligger meget tȷt pŮ et (lokalt) minimum.

Med velvalgt weight decay samt optrȷning med Gauss-Newtons/Newtons metode spiller antallet af maksimalt tilladte iterationer til genoptrȷning ikke den samme betydende rolle, som det vil gfire for feks. gradient descent eller pseudo Gauss-Newton, hvor konvergensen mod et minimum er meget langsom, som det blev vist i henholdsvis afsnit 6.4 og afsnit 6.5. For gradientmetoder vil det i praksis altid vȷre muligt at presse trȷningsfejlen en lille smule nedad ved at anvende ‚ere iterationer, mens Gauss-Newton/Newtons metode i fŮ iterationer nŮr sŮ tȷt pŮ et (lokalt) minimum, at yderligere iterationer ikke har nogen mening, da gradienten, og dermed Newtonskridtet, er meget tȷt pŮ nul.

De lave gradient-normer efter genoptrȷning betyder, at de antagelser, der for OBD samt OBS gfires om, at cost funktionen er optrȷnet til et (lokalt) minimum, sŮledes at gradienten kan negligeres, er opfyldte. Det er derfor ikke aktuelt at tage de udtryk for OBD samt OBS i brug, der udledes i appendiks B, hvor det ikke antages, at gradienten kan negligeres.

7.3 Resultater

PŮ ˛gur 7.1{˛gur 7.3 illustreres de opnŮede resultater med beskȷringen af de i afsnit 7.1 omtalte netvȷrk. Tabellen i hver ˛gur indeholder angivelse af de opnŮede middeltrȷningsfejl samt middeltestfejl med den pŮgȷldende beskȷringsmetode. Disse fejl er bestemt udfra de netvȷrk, der blev udpeget af Akaike’s FPE-estimat^1. Dernȷst angives antallet af parametre, som de af FPE udpegede netvȷrk indeholdt. Tabellerne for OBD samt OBS indeholder derudover en sfijle, der angiver, hvor stor en del af de vȷgte, der blev valgt til at blive fjernet, som ogsŮ havde lavest ’sand’ saliency (se kapitel 4), dvs. rent faktisk var de vȷgte, der ved bortskȷring (og for OBS deraf ffilgende genoptrȷning af de tilbageblevne vȷgte) ville forŮrsage de mindste stigninger i trȷningsfejlen. Tallene angiver andelen af korrekt udpegede vȷgte for alle ti beskȷringsforlfib.

Foruden tabellen indeholder hver ˛gur for αff = 0.01 samt α_{rec} = 0.125 tre eksempler pŮ fejlene samt FPE-estimatet som funktion af antallet af parametre i netvȷrket. Netvȷrket, der af FPE-estimatet udpeges til at vȷre ’det bedste’, er specielt markeret. Til sidst illustreres 2-normen af gradienterne efter genoptrȷning for alle ti forsfig. Det illustrerede weight decay er tilfȷldigt valgt, forlfibene for de andre kombinationer havde tilsvarende udseende.

Ved at sammenligne de opnŮede middeltestfejl for de forskellige weight decays i ˛gur 7.1 { 7.3 med middeltestfejlene inden beskȷring i tabel 7.1 ovenfor, fremgŮr det, at generaliseringsevnen for alle de afprfivede kombinationer af weight decayet gennemsnitlig er blevet forringet, uanset hvilken metode, der er anvendt til beskȷringen. Generelt mŮ det derfor konstateres, at forsfigene pŮ at forbedre netvȷrkenes generaliseringsevne er slŮet fejl.

En af Ůrsagerne til dette er, at FPE-estimatet meget ofte udpeger et netvȷrk, der ikke har minimal testfejl, hvilket man kan fŮ et indtryk af ved at

1Som nȷvnt i afsnit 4.3 tages der her ikke hfijde for weight decay, der benyttes N_{eff} = N.

Resultater med Optimal Brain Damage

αff α_{rec} ARV_{train} ARV_{test} Parametre % korrekte valg 0.01 0.05 0.0646 ± 0.0019 0.1149 ± 0.0014 15 − 41 81.2 0.01 0.075 0.0774 ± 0.0012 0.0935 ± 0.0022 24 − 34 89.1 0.01 0.1 0.0779 ± 0.0022 0.1003 ± 0.0064 21 − 30 93.8 0.01 0.125 0.0796 ± 0.0092 0.0909 ± 0.0015 15 − 30 90.3 0.01 0.15 0.0773 ± 0.0062 0.0988 ± 0.0171 23 − 33 93.5

Figur 7.1: Beskȷring med Optimal Brain Damage. Samlede resultater samt eksempler pŮ forlfib af fejlene samt gradient-normen i slutpunktet efter genoptrȷning for en given kombination af weight decays. Den lodrette linie markerer det ’optimale’ netvȷrk udpeget af FPE-estimatet.

Resultater med Optimal Brain Surgeon

αff α_{rec} ARV_{train} ARV_{test} Parametre % korrekte valg 0.01 0.05 0.0635 ± 0.0127 0.1748 ± 0.0371 23 − 70 26.3 0.01 0.075 0.0793 ± 0.0027 0.0991 ± 0.0030 38 − 50 14.4 0.01 0.1 0.0788 ± 0.0009 0.0942 ± 0.0066 25 − 50 16.9 0.01 0.125 0.0797 ± 0.0037 0.0981 ± 0.0072 27 − 56 12.9 0.01 0.15 0.0871 ± 0.0101 0.1024 ± 0.0016 17 − 57 6.3

Figur 7.2: Beskȷring med Optimal Brain Surgeon. Samlede resultater samt eksempler pŮ forlfib af fejlene samt gradient-normen i slutpunktet efter genoptrȷning for en given kombination af weight decays. Den lodrette linie markerer det ’optimale’ netvȷrk udpeget af FPE-estimatet.

Resultater med Magnitude Based Pruning αff α_{rec} ARV_{train} ARV_{test} Parametre 0.01 0.05 0.0664 ± 0.0021 0.1268 ± 0.0277 22 − 35 0.01 0.075 0.0789 ± 0.0027 0.1071 ± 0.0071 13 − 32 0.01 0.1 0.0760 ± 0.0020 0.0997 ± 0.0037 23 − 34 0.01 0.125 0.0815 ± 0.0069 0.0981 ± 0.0013 18 − 34 0.01 0.15 0.0782 ± 0.0102 0.1013 ± 0.0045 18 − 34

Figur 7.3: Magnitude baseret beskȷring. Samlede resultater samt eksempler pŮ forlfib af fejlene samt gradient-normen i slutpunktet efter genoptrȷning for en given kombination af weight decays. Den lodrette linie markerer det ’optimale’ netvȷrk udpeget af FPE-estimatet.

betragte illustrationerne i ˛gur 7.1{˛gur 7.3. FPE vȷlger netvȷrk, der ligger umiddelbart ffir en markant forfigelse af hȷldningen af kurven for trȷningsfejlen. Dette stemmer overens med udtrykket (4.23) for FPE-estimatet; hvis trȷningsfejlen stiger mere end den foranstŮende faktor formindskes, opstŮr der et minimum for estimatet. Uheldigvis er disse minima her ikke sammenfaldende med testfejlenes minima.

En anden Ůrsag til den forvȷrrede middeltestfejl er, at for nogle af beskȷringsforlfibene ’dykker’ testfejlen pŮ intet tidspunkt ned under begyndelsesvȷrdien. Det er sŮledes ikke udelukkende FPE-estimatets manglende evne til at udpege det korrekte netvȷrk, der er Ůrsag til, at testfejlene forvȷrres.

I [Svarer 93] genoptrȷnedes de beskŮrne netvȷrk uden weight decay. Dette blev gjort ud fra den betragtning, at FPE-estimatet havde udpeget den ’optimale’ arkitektur, hvorfor der ikke lȷngere var behov for at begrȷnse netvȷrkets frihedsgrader for at modvirke overtrȷning. Optrȷning af de udpegede netvȷrk uden weight decay rapporteredes at forbedre netvȷrkenes generaliseringsevne yderligere.

Eliminering af weight decayet med efterffilgende optrȷning med Gauss- Newtons metode er ogsŮ forsfigt her for nogle af de beskŮrede netvȷrk, men trȷningsfejlen bliver ikke reduceret i alle tilfȷlde. Hvis netvȷrket indeholder feedback vȷgte, resulterer optrȷningen uden weight decay i de ‚este tilfȷlde i overtrȷning; trȷningsfejlen falder markant, samtidig med at testfejlen stiger. For de stfirre udpegede netvȷrk kan der tillige opstŮ konditioneringsproblemer for Hessian-approksimationen, som det er beskrevet i kapitel 6. Det faktum, at netvȷrkene ved yderligere optrȷning uden weight decay stadig overtrȷner, tages som udtryk for, at de udpegede netvȷrk ikke er tilstrȷkkeligt godt beskŮret; de indeholder stadig for mange ressourcer i form af parametre i forhold til, hvad der er nfidvendigt for at modellere solpletserien.

OvenstŮende problemer med yderligere optrȷning uden weight decay er Ůrsagen til, at de rapporterede middeltestfejl i ˛gur 7.1{˛gur 7.3 alle er for netvȷrkene, hvor der ikke er foretaget yderligere optrȷning uden weight decay. For nogle fŮ af netvȷrkene er det forsfigt at ȷndre pŮ weight decayet, og derefter foretage yderligere optrȷning med Gauss-Newtons metode. I de ‚este tilfȷlde er det lykkes at ˛nde en kombination af αff samt α_{rec}, for hvilken generaliseringsevnen forbedres, men kun for fŮ netvȷrk er forbedringen markant.

Valget af de optimale weight decays for de beskŮrede netvȷrk er ikke simpelt, og vil i praksis krȷve, at der for hvert af dem bliver udffirt lige sŮ omfattende tests, som det blev gjort for netvȷrkene i afsnit 6.7 samt afsnit 6.9, hvilket er uoverkommeligt. En sŮdan fremgangsmŮde svarer dog til at vȷlge de optimale weight decays udfra fejlen pŮ det uafhȷngige testsȷt, hvilket ikke er ’tilladt’. Snarere burde weight decay’et bestemmes adaptivt som i feks. [Hansen 94a].

I afsnit 7.4 gives der et eksempel pŮ et netvȷrk, der genoptrȷnes med ȷndret weigh decay.

I ˛gur 7.1 for Optimal Brain Damage viser tabellen, at OBD i omkring 90 % af alle tilfȷlde korrekt har bestemt den vȷgt, hvis eliminering forŮrsager mindst stigning i trȷningsfejlen. Dette er overraskende hfijt, i betragtning af cost funktionens ikke-kvadratiske udseende, jvf. ˛gur 6.8. PŮ de afbildede forlfib ses trȷningsfejlen da ogsŮ at have en jȷvn, svag stigning, indtil antallet af parametre i netvȷrket begynder at blive kritisk for netvȷrkets evne til at modellere trȷningssȷttet, hvor stigningen bliver mere markant.

Testfejlene har derimod et mere ujȷvnt forlfib, ind imellem stiger de, ind mellem falder de. Der observeres langt fra det jȷvnt faldende forlfib, der vises i [Svarer 93] for beskȷring af et feedforward netvȷrk. Det anvendte weight decay har dog stor ind‚ydelse pŮ testfejlenes forlfib under beskȷringen, hvilket illustreres i afsnit 7.5. For alle tre afbildede forlfib af testfejlen ses det, at denne pŮ et eller andet tidspunkt i forlfibet er faldet til en smule under begyndelsesniveauet; for nogle af de fivrige forlfib gȷlder det derimod, at fejlen i begyndelsespunktet er den mindste, der observeres. Generaliseringsevnen kan sŮledes ikke hver gang forbedres ved at beskȷre netvȷrket. Antallet af parametre i de udpegede netvȷrk ligger mellem 15{41. I [Svarer 93] var det tilsvarende antal for feedforward netvȷrk 12{16, hvilket indikerer, at netvȷrkene her ikke er beskŮret tilstrȷkkeligt.

I ˛gur 7.2 viser tabellen, at OBS-metoden er temmelig dŮrlig til at udpege de vȷgte, der ved eliminering samt heraf resulterende ȷndring af de tilbageblevne vȷgte vil resultere i den mindste forfigelse af trȷningsfejlen. OBS anvender den inverterede af hele Hessianmatricen. Som det blev gjort i [Hassibi 93] benyttes der ved beskȷringerne her blot Gauss-Newton approksimationen til Hessianmatricen, de anden a‚edede af cost funktionen negligeres. Forsfig med den fulde Hessianmatrix gav dog ikke bedre resultater.

Resultatet af den dŮrlige udpegelse fremgŮr af de afbildede forlfib af trȷningsfejlen. Ofte resulterer det forkerte valg af vȷgt i, at trȷningsfejlen, og med den ogsŮ FPE-estimatet, foretager nogle mindre ’spring’. Ind imellem resulterer det forkerte valg af vȷgt, at trȷningsfejlen foretager et endog meget stort spring opad, der reelt fidelȷgger netvȷrkets funktion. Disse spring er Ůrsagen til, at FPE-estimatet udpeger netvȷrk, hvis antal parametre er vȷsentligt stfirre, end det var tilfȷldet med OBD; antallet af vȷgte ligger imellem 17{70!

De mange forkerte valg af vȷgten, der skal beskȷres, skyldes muligvis, at cost funktionen er kraftigt ikke-kvadratisk, som det fremgŮr af ˛gur 6.8. OBS stiller forholdsvis store krav til den kvadratiske approksimation af cost funktionen, idet ȷndringen i trȷningsfejlen ikke blot estimeres ved nulstilling af en enkelt vȷgt som for OBD, men ved ȷndring af samtlige vȷgte. PŮ trods af, at gradienten i udviklingspunktet som antaget er omtrent nul, er disse krav tilsyneladende for store, at dfimme udfra de mange forkerte valg af vȷgten til beskȷring.

I [Hassibi 93] lȷgges der op til, at den ’indbyggede’ optrȷning af de fivrige vȷgte er tilstrȷkkelig, yderligere genoptrȷning er over‚fidig. Dette er langt fra tilfȷldet for rekursive netvȷrk. Hvis den udffirte yderligere genoptrȷning med Gauss-Newtons metode udelades, bryder beskȷringen sammen, efter at ganske fŮ vȷgte er fjernet, da den indbyggede genoptrȷning ikke opnŮr et minimum for den rigtige cost funktion, men kun for den kvadratiske approksimation. Gradienten for cost funktionen er sŮledes ikke nul i det nye punkt, hvorfor den anvendte kvadratiske approksimation bliver endnu dŮrligere, hvilket igen figer sandsynligheden for, at der vȷlges en vȷgt til beskȷring, som bevirker en kraftig stigning i cost funktionen.

Figur 7.3 viser de opnŮede resultater med den simple magnitude based metode. Forlfibene af trȷningsfejlene ses at vȷre meget lig de tilsvarende forlfib for OBD, svagt stigende. Antallet af parametre i de af FPE-estimatet udpegede netvȷrk ligger derfor pŮ niveau med OBD, hvorimod middeltestfejlen ligger lidt hfijere, end det er tilfȷldet for bŮde OBD og OBS. Dette skyldes, at det for magnitude metoden oftere forekommer, at den mindste testfejl i beskȷringsforlfibet er den, som netvȷrket har inden der bliver fjernet vȷgte. Dette kan tyde pŮ, at de mindste vȷgte ikke er dem, der betyder mindst for netvȷrkets generaliseringsevne.

7.4 Eksempel pŮ netvȷrk

I dette afsnit vises et eksempel pŮ genoptrȷning med ȷndret weight decay af et netvȷrk med lille testfejl udpeget af FPE-estimatet. Cost funktionen var for det pŮgȷldende netvȷrk udvidet med αff = 0.01 samt α_{rec} = 0.1, og

Figur 7.4: Beskȷringsforlfib med Optimal Brain Damage.

Figur 7.5: Arkitektur for beskŮret netvȷrk.

forlfibet af beskȷringen vises i ˛gur 7.4. Det af FPE udpegede ’optimale’ netvȷrk har ikke den mindste testfejl, der observeres under beskȷringsforlfibet, men er ’tȷt’ pŮ. Det udpegede netvȷrk har 21 vȷgte, og er skitseret i ˛gur 7.5. Det bemȷrkes, at netvȷrket kun gfir brug af nogle fŮ elementer i inputvektoren, som det ogsŮ var tilfȷldet i [Svarer 93].

Netvȷrket er ffirst genoptrȷnet uden weight decay. Forlfibet af denne optrȷning er gengivet pŮ den venstre graf i ˛gur 7.6. Det bemȷrkes, at net-

Figur 7.6: Genoptrȷning af netvȷrk med forskellige weight decays. Bemȷrk det snȷvre interval pŮ ordinat-aksen.

Figur 7.7: Et-skridts prȷdiktion af solpletserien med beskŮret netvȷrk genoptrȷnet med mindre weight decay.

vȷrket overtrȷnes, da trȷningsfejlen falder, og testfejlen ret hurtigt begynder at stige. Arkitekturen af det udpegede netvȷrk er sŮledes ikke ’optimal’, da netvȷrket i sŮ fald ikke vil overtrȷne; netvȷrkets ressourcer er stadig for rigelige.

For at begrȷnse netvȷrkets ressourcer er det herefter optrȷnet med varierende vȷrdier af αff samt α_{rec}. Grafen til hfijre i ˛gur 7.6 viser forlfibet af optrȷningen med αff = 0.005 samt α_{rec} = 0.03, for hvilke netvȷrket praktisk taget ikke overtrȷnede. Dette netvȷrks output er i ˛gur 7.7 vist sammen med solpletserien. De opnŮede fejl blev: αff α_{rec} ARV_{train} ARV_{test} Parametre 0.005 0.03 0.0768 0.0757 21

hvilket er sammenligneligt med de opnŮede resultater for feedforward netvȷrk i [Svarer 93]. De her benyttede weight decays er mindre end de oprindeligt anvendte, hvilket kan tolkes som at det beskŮrede netvȷrk er ’tȷttere pŮ’ at vȷre optimalt; begrȷnsningen af de frie parametre skal ikke vȷre helt sŮ kraftig for at undgŮ overtrȷning.

7.5 Stfirre weight decay

I artiklen, der er gengivet i appendiks I, vises et eksempel pŮ beskȷring af et layered RTRL netvȷrk med OBS. Det bemȷrkes, at forlfibet af isȷr testfejlen er mere ’glat’, end det er tilfȷldet for nogen af de i ˛gur 7.1{˛gur 7.3 afbildede forlfib. Dette skyldes til dels, at der er benyttet ’sand’ saliency fremfor den estimerede saliency ved valget af den vȷgt, der skȷres bort; i langt hfijere grad skyldes det dog, at der er blevet benyttet et meget stort weight decay, α = 0.08, for alle vȷgte. Weight decayet lȷgger store begrȷnsninger pŮ hver vȷgt, sŮ de hver isȷr kun har lille ind‚ydelse pŮ netvȷrkets output; dette bevirker det meget jȷvne forlfib af fejlene i beskȷringsforlfibet. Akaike’s FPE-estimat har sŮledes bedre muligheder for at udpege det ’optimale’ netvȷrk, da testfejlen i det store hele ffilger trȷningsfejlen. Prisen for det mere jȷvne forlfib af fejlene er et hfijt niveau for disse; succesfuld retraining med ȷndret weight decay af netvȷrk med sŮ hfije fejl er meget vanskelig.

I ˛gur 7.8 gengives resultatet af 10 beskȷringer af den i dette kapitel benyttede arkitektur, nŮr der benyttes OBD med stfirre weight decay pŮ feedforward vȷgtene, end der blev benyttet i forsfigene ovenfor. Tabellen afslfirer, at der ikke er nogen varians pŮ fejlene, hvilket er en konsekvens af det store weight decay; alle forlfib af beskȷringerne er identiske med det i ˛gur 7.8 afbildede. Forlfibet af fejlene er langt mere jȷvnt, end det er tilfȷldet for de afbildede forlfib i ˛gur 7.1, og har lighed med de i [Svarer 93] afbildede tilsvarende forlfib for feedforward netvȷrk. Testfejlen ses at ligge konstant pŮ et relativt hfijt niveau under hele beskȷringsforlfibet; den falder ikke, som det ofte var tilfȷldet med de mindre weight decays. Trȷningsfejlen er ligeledes meget monoton, hvilket er Ůrsagen til, at FPE-estimatet udpeger

Resultater med Optimal Brain Damage { stort weight decay

αff α_{rec} ARV_{train} ARV_{test} Parametre % korrekte valg 0.06 0.1 0.1035 ± 0.0000 0.1085 ± 0.0000 12 68.7

Figur 7.8: Beskȷring med Optimal Brain Damage med stfirre weight decay for feedforward vȷgtene.

netvȷrk med meget fŮ vȷgte.

Det udpegede netvȷrk indeholder 12 vȷgte, hvoraf kun en enkelt er en feedback vȷgt. Netvȷrket er optrȷnet uden weight decay, hvilket (uden overtrȷning) resulterede i fejlene

Uden weight decay: ARV_{train} ARV_{test} 0.1004 0.0973

Forbedringen af generaliseringsevnen ses at vȷre marginal, og langt fra det niveau, der blev opnŮet for eksemplet i afsnit 7.4. Selvom netvȷrket ikke indeholder ‚ere parametre end de i [Svarer 93] angivne, er generaliseringsevnen vȷsentlig dŮrligere, hvilket muligvis kan skyldes, at det store weight decay har ’slfiret’ vȷgtenes betydning sŮ meget, at de ’forkerte’ er blevet skŮret bort.

Hensigten med dette lille forsfig har vȷret at vise, at forlfibet af fejlene under beskȷringen er stȷrkt afhȷngig af de benyttede weight decays. Sandsynligvis vil det ved passende valg af disse kunne lade sig gfire at opnŮ et til [Svarer 93] tilsvarende forlfib af testfejlen, hvor denne ffirst falder monotont med de fȷrre parametre, for derefter at stige igen, nŮr ressoucerne i form af vȷgte bliver for sparsomme. Der er dog meget, der taler for, at et sŮdant optimalt weight decay vil lȷgge store begrȷnsninger pŮ vȷgtene; beskȷringsforlfibene vil derfor, ved lfibende genoptrȷning med de her benyttede andenordens metoder, vȷre ens.

7.6 Illustration af Hessian

I dette afsnit prȷsenteres ’udseendet’ af en Hessianmatrix, da Hessianen er central for beskȷringsmetoderne OBD samt OBS. I ˛gur 7.9 afbildes Gauss- Newton approksimationen til en Hessianmatrix for et optrȷnet netvȷrk med den i dette kapitel anvendte arkitektur, inden der foretages beskȷring. Matricen er afbildet med image-funktionen i MATLAB, der skalerer matricens elementer sŮ de kan benyttes til opslag i en grŮtone-tabel. Figur 7.9 giver sŮledes ikke information om stfirrelsen af de enkelte elementer, men kan illustrere det relative stfirrelsesforhold imellem disse, og dermed relationer elementerne imellem. Disse relationer vil det dog ffire for vidt at komme ind pŮ her, der skal blot gives en beskrivelse af elementernes relation til netvȷrket.

Hvert element i matricen svarer til Gauss-Newton approksimationen til de anden a‚edede af cost funktionen,^{∂C(w)}_{∂wij∂wpq} . De ffirste ˛re sfijler svarer til vȷgtene til den ffirste skjulte enhed, fra hver af de ialt ˛re skjulte enheder. Herefter ffilger vȷgte for de 12 eksterne inputs til enheden, og sfijle 17 er biasvȷgt for den ffirste skjulte enhed. Herefter ffilger tilsvarende vȷgte for de skjulte enheder to, tre og ˛re. De sidste fem sfijler svarer til vȷgte til outputenheden fra de ˛re skjulte enheder samt outputenhedens bias. Hessianmatricen er symmetrisk, sŮ tilsvarende gȷlder naturligvis for rȷkkerne.

Figur 7.9: Hessianmatrix for optrȷnet 12-4-1 layered RTRL netvȷrk.

7.7 Sammenfatning

Beskȷringerne i dette afsnit har ikke vȷret en ubetinget succes. Middeltestfejlen blev for bŮde OBD, OBS samt magnitude base metoden forvȷrret i samtlige forsfigsrȷkker.

Dette skyldes til dels, at FPE-estimatet ikke var i stand til at udpege de netvȷrk, der havde den mindste testfejl; ofte var det temmelig langt fra at vȷre tilfȷldet. En mulig forklaring pŮ dette er, at de gjorte antagelser omkring anvendelse af FPE-estimatet til tidsserieprȷdiktion med feedback netvȷrk er for grove.

Som oftest indeholdt de udpegede netvȷrk for mange parametre, hvilket gav sig udslag i, at de overtrȷnede, nŮr der blev forsfigt genoptrȷning uden weight decay, som det blev gjort i [Svarer 93].

Netop weight decayet synes at spille en meget stor rolle for forlfibet af netvȷrkenes fejl under beskȷringen. De her anvendte weight decays viste sig ikke sŮ hensigtsmȷssige for beskȷringen, selvom de gav de laveste testfejl i afsnit 6.9, testfejlen varierede for voldsomt. Dette kan dog reguleres med weight decayet, med passende valg af dette vil det sandsynligvis vȷre muligt at opnŮ omtrent samme forlfib for fejlene under beskȷringen, som det i [Svarer 93] illustrerede for feedforward netvȷrk.

PŮ baggrund af de her udffirte forsfig konkluderes det, at OBD er den mest anvendelige af de her sammenlignede metoder. De bedste netvȷrk, mŮlt bŮde i stfirrelse samt testfejl, blev fundet ved beskȷring med OBD, der ydermere i omkring 90 % af tilfȷldende udpegede vȷgten med lavest saliency.

I teorien bfir OBS vȷre mere hensigtsmȷssig at anvende fremfor OBD, da saliency for OBS bestemmes som ȷndringen i trȷningsfejlen efter en genoptrȷning af de fivrige vȷgte. Dette vil da ogsŮ vȷre tilfȷldet, hvis den betragtede funktion er kvadratisk, hvor de gjorte andenordens approksimationer vil vȷre eksakte. Imidlertid er cost funkionen for rekursive netvȷrk kraftigt ikke-kvadratisk, hvilket lader til at have katastrofale konsekvenser for OBS. Kun i meget fŮ tilfȷlde udpeges vȷgten med lavest ’sand’ saliency, hvilket ofte ffirer til, at der bortskȷres en vȷgt med sŮ stor ȷndring i trȷningsfejlen til ffilge, at ȷndringen ikke kan udlignes ved genoptrȷning. Resultatet er store spring opad i bŮde trȷnings- samt testfejl.

Magnitude based beskȷring er meget simpel at implementere, og kan da heller ikke totalt afvises pŮ baggrund af middeltestfejlene for netvȷrkene udpeget af FPE-estimatet i de relativt fŮ forsfig, der her er udffirt. Imidlertid lader det til, at testfejlen ved anvendelse af magnitude based metoden har en kraftig tendens til at stige i forhold til begyndelsesniveauet, uden senere at ’dykke’ ned under dette, i hvilke tilfȷlde fordelen ved beskȷring er stȷrkt begrȷnset. Flere forsfig bfir dog udffires for at veri˛cere denne iagttagelse.

Det faktum, at der blev opnŮet gode resultater med nogle af de beskŮrede netvȷrk, tages som udtryk for, at beskȷring af rekursive netvȷrk kan foretages med de samme metoder, som der anvendes for feedforward netvȷrk. Succesfuld beskȷring med disse metoder afhȷnger imidlertid i hfij grad af et ’velvalgt’ weight decay. Da det ikke er ’tilladt’ at vȷlge weight decays udfra fejlen pŮ det uafhȷngige testsȷt, bfir det gfires adaptivt, feks. som i [Hansen 94a]. Dette vil ved succesfuld implementering ligeledes fige den generelle anvendelighed af beskȷringsmetoderne.

Kapitel 8

Konklusion

I dette projektarbejde er der introduceret en ny metode til opdatering af fuldt rekursive netvȷrk, der kaldes layered RTRL. Til forskel fra traditionelle fuldt rekursive netvȷrk, hvor alle enheder i netvȷrket opdateres synkront, opererer den her indffirte arkitektur med lag-deling af enhederne i et skjult lag og et output lag, for hvilke opdateringen foregŮr som for et feedforward netvȷrk. Dette har fordele for netvȷrkets modelleringsevne, ligesom netvȷrket ved eventuel beskȷring kan reduceres til et sȷdvanligt feedforward netvȷrk, ifald dette skulle vise sig optimalt.

For layered RTRL samt for de fivrige beskrevne arkitekturer er der udledt de anden a‚edede af cost funktionen til anvendelse ved optrȷning med andenordens metoder samt beskȷring. Det mŮ konstateres, at udbyttet af dette arbejde ikke helt har stŮet mŮl med anstrengelserne, idet den langt simplere Gauss-Newton approksimation til Hessianmatricen har vist sig mere praktisk anvendelig. Denne konstatering er vigtig, da man ved fremtidige anvendelser af andenordens metoder til optrȷning samt af beskȷringsalgoritmer pŮ denne baggrund kan undgŮ en meget vanskelig implementering af de anden a‚edede af cost funktionen.

Der er med succes benyttet andenordens metoderne Gauss-Newton samt Newtons metode til optrȷning af layered RTRL anvendt til tidsserieprȷdiktion pŮ solpletserien. Disse metoder har vist sig at vȷre sȷrdeles e¸ektive, da de bŮde er tidsmȷssigt hurtige samt i stand til at opnŮ et meget lavere niveau for cost funktionen, end det har vist sig praktisk muligt med med de hidtil anvendte rene gradientmetoder samt med ’hybriden’ pseudo Gauss-Newton. Gauss-Newton er at foretrȷkke fremfor Newtons metode, da den tidsmȷssigt har vist sig at vȷre hurtigst; det opnŮede niveau for cost funktionen er det samme for de to metoder. Newtons metode har den ulempe, at den kun kan anvendes, nŮr man er forholdsvis ’tȷt’ pŮ et (lokalt) minimum, ligesom implementeringen af de anden a‚edede er meget vanskelig, som nȷvnt ovenfor. Gauss-Newtons metode besidder i modsȷtning hertil i en vis udstrȷkning globale konvergensegenskaber. Implementeringen af Gauss-Newtons metode er forholdsvis simpel at foretage i forhold til rene gradientmetoder, da den kun yderligere krȷver det ydre produkt af gradienten med sig selv samt lfisning af et lineȷrt ligningssystem.

Netop lfisning af det lineȷre ligningssystem kan vȷre Ůrsag til store problemer for andenordens metoderne, da der let opstŮr store konditioneringsproblemer for Hessianmatricen samt Gauss-Newton approksimationen til denne. Det er vist, at feedback fra et lineȷrt output til de skjulte enheder medffirer lineȷre afhȷngigheder imellem vȷgtene, med deraf ffilgende singularitet af Hessianmatricen. Ydermere er det illustreret, hvorledes omtrentlig lineȷr afhȷngighed mellem de partielle a‚edede kan give konditioneringsproblemer for Gauss-Newton approksimationen til Hessianmatricen. Store vȷrdier af vȷgtene kan medffire store elementer i Hessianmatricen med deraf ffilgende store egenvȷrdier, der igen kan betyde dŮrlig konditionering.

Udvidelse af cost funktionen med weigh decay har vist sig afgfirende for hŮndtering af problemet med de store konditionstal for Hessianmatricen. Udover at begrȷnse egenvȷrdierne nedadtil, begrȷnser weight decayet ogsŮ egenvȷrdierne opadtil i kraft af vȷgtenes begrȷnsede stfirrelse, som nȷvnt ovenfor. Ydermere har weight decay haft gavnlig ind‚ydelse pŮ netvȷrkenes generaliseringsevne.

De store konditionstal for Hessianmatricen kan give en forklaring pŮ, hvorfor konvergensen for gradientmetoderne generelt er sŮ dŮrlig, da denne er afhȷngig af forholdet mellem stfirste og mindste egenvȷrdi for Hessianmatricen. Selv med forholdsvis stort weight decay er konditionstallet sŮ stort, at konvergensen for disse metoder er meget langsom.

De udffirte forsfig ved undersfigelse af optrȷningsmetoderne har ledt frem til, at fuldstȷndigt forbundne netvȷrk ikke er hensigtsmȷssige, nŮr der benyttes lineȷrt output, som det kan vȷre nfidvendigt for at sikre arbitrȷrt dynamisk omrŮde ved tidsserieprȷdiktion. I disse tilfȷlde bfir outputenheden vȷre rent feedforward, da lokalt feedback i outputtet kan medffire ustabilitet for netvȷrket, og feedback til de skjulte enheder som nȷvnt ovenfor medffirer singularitet for de anden a‚edede. Ydermere bfir outputenheden heller ikke modtage de eksterne inputs, for at forhindre, at netvȷrket ’degenererer’ til en lineȷr model.

I forsfiget pŮ at optimere arkitekturen er der udffirt nogle indledende forsfig med beskȷringsmetoderne Optimal Brain Damage, Optimal Brain Surgeon samt magnitude based beskȷring med anvendelse af Akaike’s FPEestimat til bestemmelse af det ’optimale’ netvȷrk. FPE-estimatet har vist sig at have besvȷr med at udpege netvȷrket med den laveste testfejl. Dette skyldes til dels, at beskȷringsmetoderne har udvist stor afhȷngighed af et ’velvalgt’ weight decay. Der er ikke opnŮet kvantitativt gode resultater med nogen af metoderne, men OBD virker som den mest lovende af de tre.

Blandt de resultater, der nok mere har teoretisk interesse, er udvidelsen af layered RTRL til et arbitrȷrt antal skjulte lag, multi-layered RTRL. Enhederne inddeles i lag, der opdateres i stil med lagene i et multi-layer feedforward netvȷrk.

OBD samt OBS er udledt for tilfȷlde, hvor gradienten ikke kan negligeres, som for eksempel et utilstrȷkkeligt optrȷnet neuralt netvȷrk. For OBD er udvidelsen meget simpel at implementere, mens de resulterende udtryk for OBS er temmelig komplicerede, hvilket nok vil begrȷnse anvendelsen.

Endelig er der redegjort for, i hvilke tilfȷlde det for et neuralt netvȷrk kan betale sig at anvende en iterativ metode til matrixinvertering, der isȷr benyttes indenfor system identi˛kation.

Der er mange emner, som vil vȷre relevante at beskȷftige sig med i fremtidige arbejder om fuldt rekursive netvȷrk. Et af de vigtigste, og samtidig mest udfordrende, forekommer at vȷre indffirelse af adaptivt weight decay. ’Velvalgt’ weight decay har vist sig at have stor gavnlig ind‚ydelse pŮ bŮde optrȷning samt beskȷring. Det ’optimale’ weight decay er afhȷngigt af netvȷrkets arkitektur, hvorfor adaptiv bestemmelse vil vȷre til stor hjȷlp under beskȷring. Weight decayet bfir vȷre individuelt for hver vȷgt, da det i dette arbejde har vist sig, at i hvertfald to grupper af netvȷrkets vȷgte krȷver forskelligt weight decay.

Der bfir i fremtidige arbejder udffires mere omfattende forsfig med de forskellige beskȷringsmetoder, end det er gjort her, for at give et mere vȷgtigt fundament for udpegelsen af den ’bedste’ metode. Ligeledes bfir det sfiges at give en kvalitativ analyse af, hvad der kan bevirke, at OBD samt OBS udpeger den ’forkerte’ vȷgt til beskȷring.

Af vȷsentlig betydning for beskȷringens anvendelighed er metoder til udpegelse af de optimale netvȷrk. Det vil i denne sammenhȷng vȷre sȷrdeles relevant at udlede udtryk for Akaike’s Final Prediction Error estimat gȷldende for feedback netvȷrk anvendt til tidsserieprȷdiktion.

Appendiks A

Multi-layered RTRL

I afsnit 2.2.2 blev der udledt udtryk for opdatering samt optrȷning for en lag-delt fuldt forbundet feedback-arkitektur, der blev kaldt layered RTRL. Til forskel fra den oprindelige arkitektur introduceret af Williams&Zipser, hvor alle enheder tilhfirer samme lag, er layered RTRL inspireret fra sȷdvanlige feedforward netvȷrk. Udledningen i afsnit 2.2.2 er begrȷnset til et enkelt lag skjulte enheder, hvilket vil vȷre tilstrȷkkeligt ved mange anvendelser, som det ogsŮ er tilfȷldet for almindelige feedforward netvȷrk, se feks. [Weigend 90, Hertz 91, Svarer 93]. 6

JJ JJ JJ JJ J]

� � � � �Œ

HHH HHHY � �*

6

• - œ ¸¸¸¸¸

¸¸¸¸¸ ¸¸: ¸9 6 ? � � � � �˘

ff - XXXXX

XXXXX XXy z 6 ?AA AA AA AA AK

U œ

- œ ȷȷ ȷȷȷ3 + - QQ QQQk s œ -

Inputs

V^1_1 V^1_2

V^2_3 V^2_4

V^o

Output

Figur A.1: Fuldt forbundet layered feedback netvȷrk med to lag.

Der er dog ikke noget i vejen for at generalisere udtrykkene fra afsnit 2.2.2 til at omfatte multiple lag af skjulte fuldt forbundne feedback-enheder, og sŮledes opnŮ multi-layered RTRL. Denne udvidelse beskrives i det ffilgende for det generelle fuldt forbundne tilfȷlde, hvor alle enheder i netvȷrket er forbundet med alle enheder, og alle enheder modtager de eksterne inputs. Et eksempel pŮ et sŮdant net er givet i ˛gur A.1, hvor der er to lag skjulte enheder med to enheder i hvert lag. Af overskuelighedsmȷssige Ůrsager er forbindelserne imellem enhederne angivet som dobbeltpile; disse skal sŮledes forstŮs som en seperat forbindelse i hver retning med hver sin vȷgt. Eftersom det afbildede netvȷrk er fuldt forbundet, er det selvsagt ikke den indbyrdes placering af enhederne, der afgfir, om netvȷrket er multi-layered; lagdelingen fremgŮr udelukkende af den rȷkkeffilge, hvori enhedernes output opdateres, som indekseringen af disse antyder. I udledningen nedenfor benyttes for enkelhedens skyld som tidligere kun en enkelt output-enhed, men udvidelsen til ‚ere er ligefrem at foretage.

Antag, at netvȷrket har n skjulte lag. Lad x(t) angive en vektor med de eksterne inputs til tiden t, og lad V(t) angive vektoren indeholdende samtlige skjulte enheders samt outputenhedens output til tiden t. Indeks for x(t) og V(t) tȷnkes arrangeret sŮledes, at mȷngden I angiver indeks for de eksterne inputs; U^h , h = {1 . . . n} angiver indeks for enhederne i hvert af de n skjulte lag, og O angiver indeks for outputenheden. Inputvektoren til enhederne i det ffirste skjulte lag benȷvnes z^1(t), og elementerne i denne de˛neres til tiden t som

z^1_k(t) = x_k(t) , k ∈ I V^h_k (t − 1) , k ∈ U^h , h = {1 . . . n} V^o(t − 1) , k ∈ O (A.1)

Her er der for overskuelighedens skyld tilffijet superscript h til outputtet fra de skjulte enheder, der angiver, i hvilket lag den pŮgȷldende enhed er placeret. NŮr outputtet fra de skjulte enheder i det ffirste lag er bestemt til tiden t, ffires det frem og benyttes som input til det andet, og sŮ fremdeles. Inputvektoren z^m(t) til de skjulte enheder i det m’te lag bliver sŮledes

z^m_k (t) = x_k(t) , k ∈ I V^h_k (t) , k ∈ U^h , h = {1 . . . m − 1} V^h_k (t − 1) , k ∈ U^h , h = {m . . . n} V^o(t − 1) , k ∈ O (A.2)

Endelig bliver inputvektoren z^o(t) til outputenheden

z^o_k(t) = x_k(t) , k ∈ I V^h_k (t) , k ∈ U^h , h = {1 . . . n} V^o(t − 1) , k ∈ O (A.3)

Outputtet fra enhederne i det ffirste lag de˛neres nu som

V^1_k (t) = f^1_k [ s^1_k(t) ]

= f^1_k ∑ j∈I∪U 1...U^n∪O w_{kj}z^1_j (t)

= f^1_k ∑ j∈I w_{kj}x_j(t) + n∑ h=1 ∑ j∈U^h w_{kj}V^h_j (t − 1) + w_{ko}V^o(t − 1)

Appendiks A. Multi-layered RTRL 115

hvor k ∈ U^1, og outputtet fra de efterffilgende n − 1 skjulte lag bliver V^m_k (t) = f^m_k [s^m_k (t)]

= f^m_k ∑ j∈I∪U 1...U^n∪O w_{kj} z^m_j (t)

= f^m_k ∑ j∈I w_{kj} x_j(t) + m−1∑ h=1 ∑ j∈U^h w_{kj} V^h_j (t)

+ n∑ h=m ∑ j∈U^h w_{kj}V^h_j (t − 1) + w_{ko}V^o(t − 1)

hvor k ∈ U^m , m ∈ {2, . . . , n}. Endelig bliver outputtet fra outputenheden V^o(t) = f^o [s^o(t)]

= f^o ∑ j∈I∪U 1...U^n∪O w_{oj}z^o_j (t)

= f^o ∑ j∈I w_{oj}x_j(t) + n∑ h=1 ∑ j∈U^h w_{oj}V^h_j (t) + w_{oo}V^o(t − 1)

Til optimering af den kvadratiske cost funktion

E(w) = 1 2 T∑ t=1 [e(t)]^2 , e(t) = x(t) − V^o(t)

er der brug for de a‚edede af outputtet V^o(t), der beregnes til ∂V^o(t) ∂w_{ij} = ∂f^o [s^o(t)] ∂s^o(t) · ∂s^o(t) ∂w_{ij} hvor ∂s^o(t) ∂w_{ij} = δ_{oi}z^o_j (t) +^∑ j^′∈U 1,...,U^n,O w_{oj}′ ∂z^o_j′ (t) ∂w_{ij} = δ_{oi}z^o_j (t) + n∑ h=1 ∑ j^′∈U^h w_{oj}′ ∂V^h_j′ (t) ∂w_{ij} + w_{oo} ∂V^o(t − 1) ∂w_{ij} I dette udtryk indgŮr de a‚edede af enhederne i de skjulte lag. De a‚edede af enhederne i det ffirste skjulte lag beregnes til ∂V^1_k (t) ∂w_{ij} = ∂f^1_k [s^1_k(t)] ∂s^1_k(t) · ∂s^1_k(t) ∂w_{ij} hvor

∂s^1_k(t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z^1_j (t) +^∑ j^′∈U 1,...,U^n,O w_{kj}′ ∂z^1_j′ (t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z^1_j (t) + n∑ h=1 ∑ j^′ ∈U^h w_{kj}′ ∂V^h_j′ (t − 1) ∂w_{ij} + w_{ko} ∂V^o(t − 1) ∂w_{ij}

Appendiks A. Multi-layered RTRL 116

hvor k ∈ U^1. De a‚edede af enhederne i de resterende n − 1 skjulte lag beregnes til ∂V^m_k (t) ∂w_{ij} = ∂f^m_k [s^m_k (t)] ∂s^m_k (t) · ∂s^m_k (t) ∂w_{ij} hvor ∂s^m_k (t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z^m_j (t) +^∑ j^′∈U 1,...,U^n,O w_{kj}′ ∂z^m_j′ (t) ∂w_{ij} = δ_{ki}z^m_j (t) + m−1∑ h=1 ∑ j^′ ∈U^h w_{kj}′ ∂V^h_j′ (t) ∂w_{ij} + n∑ h=m ∑ j^′∈U^h w_{kj}′ ∂V^h_j′ (t − 1) ∂w_{ij} + w_{ko} ∂V^o(t − 1) ∂w_{ij} hvor k ∈ U^m , m ∈ {2, . . . , n}. Som det er tilfȷldet for beregning af netvȷrkets output benytter man sŮledes ogsŮ ved opdatering af de a‚edede til tiden t i det m’te skjulte lag de netop beregnede vȷrdier af de a‚edede af enhederne i de underliggende m − 1 lag.

Som tidligere sȷttes alle enheders output samt deres a‚edede til nul til tiden t = 0. MŮtte man have behov for den fulde Hessian matrix, kan denne udledes fuldstȷndigt analogt til fremgangsmŮden for alm. layered RTRL i afsnit 2.2.2; dette gfires ikke her.

Udledningerne ovenfor giver mulighed for fuldstȷndigt forbundne netvȷrk. Hvis der imidlertid finskes en lidt simplere arkitektur, kan dette opnŮs ved blot at eliminere de ’ufinskede’ vȷgte. En sŮdan simpli˛cering kunne eksempelvis bestŮ i, at det kun var nabolag, der var (fuldt) forbundet med hinanden. En sŮdan arkitektur vil give hfijere grad af adskillelse imellem de enkelte lag skjulte enheder, og sŮledes udvise stfirre arkitektonisk lighed med multi-layer feedforward netvȷrk.

Appendiks B

Udvidet OBD & OBS

Ved utilstrȷkkelig optrȷning af et neuralt netvȷrk vil det ikke altid kunne antages, at gradienten for cost funktionen er nul. I dette appendiks udledes udtryk for saliencies for OBD samt OBS for en regulariseret cost funktion, i hvilke det ikke antages, at gradienten er nul. For nȷrmere forklaring omkring de to metoder henvises til kapitel 4.

B.1 Optimal Brain Damage med gradient

Cost funktionen antages at have formen

C(w) = E(w) + 1 2 w^TDw (B.1)

hvor D er regulariseringsmatricen. For simpelt weight decay er D proportional med enhedsmatricen, D = αI. Saliency udledes nu som ffilger:

Lad det lokale ekstremum for C(w) vȷre w_0. I dette punkt approksimeres den oprindelige cost funktion E(w) med Taylorudviklingen

E(w_0 + δw) = E(w_0) + δw^T∇E(w_0) + 1 2 δw^TAδw (B.2)

hvor δw angiver ȷndringen af vektoren w_0, og A angiver Hessianmatricen for E i w_0. Hvis gradienten g_0 = ∇C(w_0) for den udvidede cost funktion C(w) i punktet w_0 er forskellig fra nul, haves

g_0 = ∇E(w_0) + Dw_0 ⇕ ∇E(w_0) = g_0 − Dw_0

(B.3)

Dette udtryk indsȷttes i (B.2), hvilket giver

δE = E(w_0 + δw) − E(w_0)

= δw^T(g_0 − Dw_0) + 1 2 δw^TAδw (B.4)

Hvis pertubationen δw har karakter af nulstilling af den j’te vȷgt i w_0, δw = −(e^T_j w_0)e_j hvor e_j er den j’te enhedsvektor, og regulariseringen har form af simpelt weight decay, kan den resulterende ȷndring i den oprindelige cost funktion E, saliency, skrives som

δE_j = −((e^T_j w_0)e_j)^Tg + α((e^T_j w_0)e_j)^Tw_0 + 1 2 (e^T_j w_0)e^T_j A(e^T_j w_0)e_j = −w_{0,j} · g_{0,j} + ( α + 1 2 A_{jj} ) w^2_{0,j} (B.5)

hvor w_{0,j} er det j’te element i w_0, g_{0,j} er det j’te element i g_0, og A_{jj} er det j’te diagonalelement i A. Som det er tilfȷldet uden gradient-leddet, er de sŮledes de˛nerede saliencies additive under de forudsȷttende antagelser, der er beskrevet i afsnit 4.1.

B.2 Optimal Brain Surgeon med gradient

I dette afsnit udledes udtrykkene for OBS for en regulariseret cost funktion, herunder en cost funktion udvidet med weight decay, nŮr det ikke antages, at gradienten kan negligeres. Dette har selvsagt konsekvenser for den genoptrȷning, som OBS indeholder; nŮr det nye optimum ‚yttes, fŮr dette imidlertid ogsŮ konsekvenser for den estimerede saliency, som det vil fremgŮ af udledningen nedenfor.

Lad den oprindelige cost funktion vȷre E(w), hvor w er vȷgtvektoren. Den udvidede cost funktion til regulariseret optrȷning er

C(w) = E(w) + 1 2 w^TDw (B.6)

hvor D er regulariseringsmatricen.

Lad det lokale ekstremum for C(w) vȷre w_0. Cost funktionen approksimeres med Taylorudviklingen omkring w_0

C(w) ≈ C(w_0) + δw^Tg + 1 2 δw^T(A + D)δw (B.7)

hvor w = w_0 + δw, og g er gradientvektoren i w_0, ∇C(w_0). Det antages, at a‚edede af orden stfirre end to er uden betydning. A er matricen med de anden a‚edede af E(w) i punktet w_0; i det efterffilgende benyttes Hessian matricen for C(w), H = A + D.

Herefter nulstilles den j’te vȷgt, hvilket kan udtrykkes som

δw^T_j e_j + w^T_0 e_j = 0 ⇔ δw^T_j e_j = −w^T_0 e_j (B.8)

hvor e_j er den j’te enhedsvektor. Udtrykket (B.7) skal nu optimeres under lighedsbibetingelsen (B.8), og til dette formŮl indffires Lagrange funktionen

~C_j(w) = C(w) + γ_j(δw_j + w_0)^Te_j (B.9) hvor C(w) er approksimationen (B.7). Koe‹cienten γ_j er en Lagrange multiplikator, og δw_j samt γ_j skal bestemmes sŮledes, at (B.9) er optimalt, samtidig med at bibetingelsen (B.8) er opfyldt.

Ffirst bestemmes δw_j , sŮledes at der opnŮs et ekstremum for (B.9). Dette gfires ved at sȷtte den a‚edede af udtrykket lig nul: ∂C(w) ∂(δw_j) + γj ej = 0 ⇕ g + Hδw_j + γ_j e_j = 0 ⇕ δw_j = −H^{−1}(g + γ_je_j)

(B.10)

Til at bestemme det tilhfirende γ_j benyttes (B.10) indsat i (B.8):

(g + γ_je_j)^TH^{−1}e_j = w^T_0 e_j ⇕ γ_j =^{wT0 ej −gTH−1ej}

e^T_j H^{−1}e_j

(B.11)

’Genoptrȷningen’ efter nulstilling af den j’te vȷgt indebȷrer sŮledes en ȷndring af vȷgt-vektoren, der bestemmes ved indsȷttelse af (B.11) i (B.10):

δw_j = −H^{−1}g + ( e^T_j H^{−1}g e^T_j H^{−1}e_j − w^T_0 e_j e^T_j H^{−1}e_j ) H^{−1}e_j (B.12)

Med dette udtryk er det nu muligt at estimere ȷndringen i den oprindelige cost funktion, dvs. saliency for E(w). Funktionen Taylorudvikles som C(w) omkring w_0, hvilket giver

E_j (w) = E(w_0) + δw^T_j ∇E(w_0) + 1 2 δw^T_j Aδw_j (B.13)

Ffirsteordensleddet i (B.13) kan bestemmes udfra den regulariserede cost funktion C(w), idet

∇C(w_0) = g = ∇E(w_0) + Dw_0 ⇕ ∇E(w_0) = g − Dw_0

(B.14)

Dette udtryk indsȷttes i (B.13), hvilket giver

δE_j(w) = δw^T_j (g − Dw_0) + 1 2 δw^T_j Aδw_j (B.15)

hvor δE_j(w) = E_j (w) − E(w_0). Endelig indsȷttes ȷndringen for genoptrȷningen (B.10) i (B.15), og udtrykket, der approksimerer saliency ved nulstilling af den j’te vȷgt, bliver

δE_j(w) =

(g + γ_je_j)^TH^{−1}(Dw_0 − g) +^1_2 (g + γ_je_j)^TH^{−1}AH^{−1}(g + γ_je_j) (B.16)

Hvis der ikke benyttes regularisering, svarende til at D = 0, reduceres udtrykket (B.16) efter nogen regning til:

δE_j(w) = − 1 2 g^TA^{−1}g + 1 2 γ^2_j e^T_j A^{−1}e_j = − 1 2 g^TA^{−1}g + 1 2 (w^T_0 e_j − g^TA^{−1}e_j)^2 e^T_j A^{−1}e_j

(B.17)

Hvis regulariseringen har karakter af simpelt weight decay, sŮledes at H = A + αI, kan udtrykket (B.16) efter en del regning ’reduceres’ til

δE_j(w) = αg^TH^{−1}w_0 + α γ_je^T_j H^{−1}w_0 − g^TH^{−1}g − γ_j e^T_j H^{−1}g + 1 2 ( g^TH^{−1}AH^{−1}g + γ^2_j e^T_j H^{−1}AH^{−1}g ) + γ_j e^T_j H^{−1}AH^{−1}g

= αg^TH^{−1}w_0 − 1 2 g^TH^{−1}g − α 2 g^TH^{−2}g (B.18) + α ( w^T_0 e_j − g^TH^{−1}e_j

e^T_j H^{−1}e_j ) ( e^T_j H^{−1}w_0 − e^T_j H^{−2}g )

+ 1 2 ( w^T_0 e_j − g^TH^{−1}e_j

e^T_j H^{−1}e_j

)_2 (

e^T_j H^{−1}e_j − αe^T_j H^{−2}e_j )

Hvis gradienten g = 0, ses ovenstŮende udtryk som forventet at reducere til det tilsvarende resultat (4.21) udledt uden gradienten. Udtrykket (B.19) er en del mere kompliceret at beregne fremfor (4.21), og eftersom den kvadratiske approksimation ofte er meget lokal, vil ’gevinsten’ ved at benytte (B.19) nok vȷre marginal; men der er hermed Ůbnet op for muligheden.

Appendiks C

Iterativ beregning af invers Hessian

I dette appendiks analyseres beregningsomkostningerne for en standardmetode til iterativ beregning af den inverse Hessian matrix, der bla. anvendes indenfor omrŮdet system identi˛kation i forbindelse med online beregning af den inverse Hessian, se [Ljung 87]. Metoden bliver ogsŮ anvendt i [Hassibi 93] i forbindelse med o›ine beregning af den inverse Hessian for et neuralt netvȷrk, hvor den anbefales fremfor at beregne Hessian matricen og efterffilgende invertere denne.

Metoden forudsȷtter, at Hessian matricen kan bringes pŮ ffilgende form til iterativ beregning:

H_k = H_{k−1} + u_k · x_kx^T_k , k = 1 . . . p , H_0 = 0 (C.1)

hvor p angiver antallet af trȷningseksempler, og u_k er en konstant. Hvis H angiver Gauss-Newton approksimationen til Hessian matricen, vil x_k vȷre gradienten for eksempel k.

Ved hjȷlp af ovenstŮende iterative udtryk til beregning af H kan H^{−1} nu beregnes under anvendelse af et standard-udtryk til matrixinvertering:

(A + B · C · D)^{−1} = A^{−1} − A^{−1} · B · (C^{−1} + D · A^{−1} · B)^{−1} · D · A^{−1} (C.2)

Ved passende substitution fŮs en iterativ algoritme til beregning af H^{−1}, se [Hassibi 93]:

H^{−1}_k = H^{−1}_{k−1} −^{H−1k−1 xk xTk H−1k−1}

u^−1_k + x^T_k H^−1_{k−}1 x_k , k = 1 . . . p , H −1 0 = α^{−1}I

I nogle tilfȷlde kan det forekomme, at u_k er nul. Dette var tilfȷldet i [MWP 94], hvor u_k indeholdt den a‚edede af tanh(x), der er 1 − tanh^2(x). For numerisk ’store’ vȷrdier af x kan den a‚edede i praksis blive nul grundet begrȷnset maskinnfijagtighed. I sŮdanne tilfȷlde vil det vȷre mere hensigtsmȷssigt at benytte omskrivningen

H^{−1}_k = H^{−1}_{k−1} −

H^{−1}_{k−1} x_k x^T_k H^{−1}_{k−1} u_k 1 + x^T_k H^{−1}_{k−1} x_k u_k

(C.3)

Appendiks C. Iterativ beregning af invers Hessian 122

Det bemȷrkes, at den iterative metode til beregning af H^{−1} behfiver en startvȷrdi H^{−1}_0 , her angivet som α^{−1}I, hvor α er en lille vȷrdi. Denne startvȷrdi vil naturligvis introducere en unfijagtighed.

Hvis cost funktionen imidlertid udvides med et weight decay,^1_2 w^TDw, udgfires startvȷrdien naturligt af D^{−1}, den anden a‚edede af regulariseringsleddet. Hvis der er tale om simpelt weight decay, er D = αI, og heraf fŮs D^{−1} = α^{−1}I.

I det ffilgende udledes beregningsomkostningerne for udtrykket (C.3) som det ogsŮ blev foretaget i [MWP 94]. Ved omkostninger forstŮs antallet af multiplikationer samt divisioner, der sȷdvanligvis tager vȷsentlig lȷngere tid at udffire end addition og subtraktion. I [MWP 94] blev der dog ikke taget hfijde for, at de indgŮende matricer er symmetriske, ligesom det heller ikke blev udnyttet, at (H^{−1}x)^T = x^TH^{−1}. Dette vil blive udnyttet i ffilgende udledning, der foretages for den mest hensigtsmȷssige mŮde at beregne H^{−1}_k pŮ. Hvis n angiver antallet af vȷgte, bliver omkostningerne for hvert trȷningseksempel

H^{−1} x , x^T H^{−1} = n^2 u_k (H^{−1} x) = n x^T (H^{−1} x u_k) = n (x^T H^{−1}) / nȷvner = n (u_k H^{−1} x) ((x^T H^{−1}) / nȷvner) = n(n + 1)/2

Sammenlagt koster den iterative beregning af den inverse Hessian Matrix H^{−1} p

(_3

2 n^2 +^7_2 n ) , hvor p igen er antallet af trȷningseksempler.

Som alternativ til den iterative beregning af H^{−1} kan man beregne H efter (C.1) pŮ sȷdvanlig vis, hvilket med udnyttelse af symmetri ’koster’ p (_1

2 n(n + 1) + n ) = p^{( 1}_2 n^2 +^3_2 n^). Hertil kommer sŮ en matrixinvertering med feks. Gauss-Jordan elimination, for hvilken beregningsarbejdet i [Press 92] angives til n^3.

Matrixinverteringen er Ůrsag til, at den iterative metode fremhȷves i [Hassibi 93] idet sidstnȷvnte ’koster’ i stfirrelsesordnen O(n^2), mens sȷdvanlig matrixinvertering koster O(n^3). Imidlertid benytter man ved optrȷning af neurale netvȷrk ofte mange eksempler pr. vȷgt, for at opnŮ god generaliseringsevne, se [Hertz 91]. Det er sŮledes ikke n, der er den dominerende faktor for beregningsomkostningerne, men p. Hvis den iterative metode til beregning af den inverse Hessian matrix H^{−1} skal vȷre at foretrȷkke fremfor beregning af H med efterffilgende invertering, skal der gȷlde, at

n^3 + p(^1_2 n^2 +^3_2 n) > p(^3_2 n^2 +^7_2 n) ⇕ n >^1_2 p ( 1 +^√1 + 8/p^) ≈ p

hvilket ved de ‚este anvendelser langt fra vil vȷre opfyldt. Det kan sŮledes ikke anbefales at benytte den iterative metode til o¸ line beregning af den inverse Hessian matrix for neurale netvȷrk.

Appendiks D

Konditionstal for matricer

I dette appendiks de˛neres konditionstallet for en matrix, ligesom det analyseres, hvilken ind‚ydelse det har pŮ lfisningen af et lineȷrt ligningssystem, hvor den indgŮende matrix samt hfijreside er behȷftede med fejl, der feks. skyldes, at der ved beregninger pŮ computer benyttes endelig prȷcision.

Ved optimering med Gauss-Newtons metode eller Newtons metode bestemmes sfigeretningen ved lfisning af et lineȷrt ligningssystem. I dette ligningssystem indgŮr (en approksimation til) Hessianmatricen samt den negative gradient for cost funktionen som hfijreside. BŮde gradienten samt matricen beregnes iterativt som sȷdvanligt for neurale netvȷrk, ved summering af hhv. Hessianen og gradienten for hvert enkelt datapunkt. Begge beregnes med endelig prȷcision pŮ en computer, og er derfor behȷftede med (smŮ) fejl, som det altid vil gȷlde, nŮr der regnes med endelig prȷcision.

Disse fejl er for rekursive netvȷrk relativt stfirre end de tilsvarende for sȷdvanlige feedforward netvȷrk. Hvor feks. gradienten for et feedforward netvȷrk bestŮr af en sum af uafhȷngige bidrag, beregnes gradienten for et rekursivt netvȷrk i en given iteration til dels udfra resultatet fra iterationen ffir, som det fremgŮr af udledningen i afsnit 2.2.2. Eftersom resultatet fra hver iteration sŮledes hele tiden benyttes ved beregningerne i den nȷste, vil den akkumulerede afrundingsfejl (se feks. [Nielsen 91]) ved beregning af gradient samt Hessianmatrix for rekursive netvȷrk vȷre mere betydende, end det er tilfȷldet for feedforward netvȷrk.

Ligningssystemet til bestemmelse af en sfigeretning skrives som

A x = b (D.1)

hvor A skal opfattes som den eksakte Hessianmatrix, dvs. uden afrundingsfejl. Tilsvarende opfattes b som den negative gradient uden afrundingsfejl. Det antages, at A ikke er singulȷr, og at der sŮledes eksisterer en eksakt lfisning x_∗ til (D.1).

I det ffilgende vurderes den relative ȷndring i x_∗ for en given ȷndring i A eller b, der feks. skyldes endelig prȷcision, som beskrevet ovenfor; udledningerne stammer fra [Dennis 83]. Hvis hfijresiden b ȷndres med ´b, kan den nye lfisning til (D.1) skrives som x_∗ + ´x, hvor

A( x_∗ + ´x ) = b + ´b = A x_∗ + ´b

hvoraf haves, at A · ´x = ´b For enhver vektornorm ‖ · ‖ og den tilsvarende inducerede matrixnorm (se feks. [Nielsen 72]) vil der gȷlde ‖´x‖ ≤ ‖A^{−1}‖ · ‖´b‖ Fra A x_∗ = b haves tilsvarende 1 ‖x_∗‖ ≤ ‖A‖ ‖b‖ Der kan nu gives en vurdering af den relative fejl pŮ lfisningen x_∗ ‖´x‖ ‖x_∗‖ ≤ ‖A‖ · ‖A^{−1}‖ ‖´b‖ ‖b‖ (D.2)

Tilsvarende vurderes ȷndringer ´A i venstresiden A. Den nye lfisning til (D.1) skrives som ^x = x_∗ + ´^x, sŮledes at

(A + ´A) (x_∗ + ´^x) = b

hvilket giver A ´^x = −´A · ^x ⇕ ‖´^x‖ ≤ ‖A^{−1}‖ · ‖´A‖ · ‖^x‖ ⇕_{‖A x̂‖} ‖x̂‖ ≤ ‖A‖ · ‖A^{−1}‖ ‖ΔA‖ ‖A‖ (D.3)

Udtrykkene (D.2) og (D.3) kan feks. give en vurdering af, hvor stor en ind- ‚ydelse det vil have pŮ den bestemte sfigeretning, at Hessianmatricen samt gradienten er bestemt med endelig prȷcision, og dermed fejlbehȷftede. I bŮde (D.2) og (D.3) afgrȷnses den relative ȷndring i x af den relative ȷndring i data multipliceret med stfirrelsen ‖A‖·‖A^{−1}‖. Denne stfirrelse kaldes konditionstallet for A, der angives som κ_p(A). p er her 1, 2 eller ∞, alt efter om der benyttes 1-normen, 2-normen eller ∞-normen (se [Nielsen 72]).

Her skal anvendes 2-normen, der for en matrix er de˛neret som

‖A‖_2 = √ max λ(A^TA)

dvs. som kvadratroden af den stfirste egenvȷrdi for A^TA. Idet de her betragtede matricer alle vil vȷre reelle og symmetriske, vil dette udtryk vȷre ensbetydende med ‖A‖_2 = max |λ(A)| dvs. den numerisk stfirste egenvȷrdi for A. Da der for A reel samt symmetrisk gȷlder ‖A^{−1}‖_2 = (min |λ(A)|)

kan det her benyttede konditionstal nu skrives

κ_2(A) = | | | λ_{max} λ_{min} | | | (D.4)

hvor λ_{max} samt λ_{min} angiver hhv. stfirste og mindste egenvȷrdi for A. For den konkrete anvendelse her vil κ_2(A) angive forholdet mellem den stfirste og den mindste krumning i den approksimation til cost funktionen, som udspȷndes af A ([Widrow 85]). Hvis den mindste krumning λ_{min} er nul, svarende til at approksimationen er konstant i en given retning, svarer dette til, at A er singulȷr. Konditionstallet for en singulȷr matrix kan derfor regnes som vȷrende uendeligt ([Dennis 83]); derfor kan konditionstallet for A benyttes som mŮlestok for, hvor ’tȷt’ A er pŮ at vȷre singulȷr.

Analysen ovenfor af de relative fejl pŮ lfisningen til (D.1), blev foretaget for fejl, der skyldes begrȷnset maskinnfijagtighed og heraf akkumulerede fejl ved beregning af de indgŮende A samt b. Selve lfisningen af ligningssystemet introducerer dog ogsŮ en fejl. I [Dennis 83] oplyses det, at ved lfisning af systemet A x = b pŮ en computer med endelig prȷcision, vil den opnŮede lfisning vȷre den eksakte lfisning til det forstyrrede system (A + ´A) x = b, for hvilket den relative fejl angives i (D.3). Det angives yderligere, at ‖´A‖/‖A‖ kan begrȷnses til en konstant k gange maskinnfijagtigheden ϵ. Af (D.3) ses nu, at den relative fejl pŮ lfisningen, stammende fra selve lfisningen af ligningssystemet, er begrȷnset af κ(A) · k · ϵ.

Ved lfisning af et ligningssystem er lfisningens pŮlidelighed sŮledes afhȷngig af konditionstallet. I [Dennis 83] oplyses det, at hvis κ(A) ≥ ϵ^{−1}, vil lfisningen vȷre helt upŮlidelig. Yderligere angives som tommel˛ngerregel, at hvis κ(A) > ϵ^{− 1}2 er der mulighed for, at lfisningen er sŮ fejlbehȷftet, at den er upŮlidelig, hvilket i det konkrete tilfȷlde her vil betyde, at sfigeretningen for en optimeringsmetode er dŮrligt bestemt.

Det her anvendte tal-format er IEEE standarden for 64-bit ‚oating point, hvilket giver maskinnfijagtigheden ϵ = 2^{−52} ≈ 2.2204·10^{−16} . Ovenfor omtalte tommel˛ngerregel indebȷrer sŮledes, at den bestemte sfigeretning kan vȷre upŮlidelig, hvis κ_2(A) > 6.71 · 10^7 (D.5)

En mŮde at forbedre en matrix A’s konditionstal pŮ er at forfige de mindste egenvȷrdier. Dette kan gfires ved at regularisere A (se feks. [Ljung 87]), dvs. ved at addere en (lille) stfirrelse proportional med enhedsmatricen, αI. Der gȷlder, at hvis A har egenvȷrdier λ_j , vil A+αI have egenvȷrdier λ_j +α ([Dennis 83]). Denne metode svarer netop til at udvide den kvadratiske cost funktion med et simpelt weight decay, som beskrevet i afsnit 1.1. Metodens garanterede succes er dog betinget af, at den benyttede A er positivt (semi-) de˛nit, hvilket for reelle, symmetriske matricer er ensbetydende med, at alle egenvȷrdier er stfirre end eller lig med nul; i modsat fald kan konditionstallet risikeres at forvȷrres. Dette er netop tilfȷldet med Gauss-Newtons metode til optimering, hvor den benyttede A altid er positivt de˛nit (se afsnit 1.4.2).

Appendiks E

Yderligere tests med Gauss-Newton

Dette appendiks indeholder forsfig med Gauss-Newtons metode, der supplerer dem beskrevet i afsnit 6.5.2. I afsnit E.1 illustreres det, at det ikke har nogen e¸ekt pŮ konditioneringen af Hessian-approksimationen endsige pŮ niveauet af de opnŮede middelfejl at kombinere de tre optimeringsmetoder gradient descent, pseudo Gauss-Newton samt Gauss-Newtons metode. I afsnit E.2 optrȷnes et layered RTRL netvȷrk med ‚ere eksterne inputs med Gauss- Newtons metode, og det konstateres, at der ikke er nogen forskel pŮ, om outputenheden modtager disse eksterne inputs eller ej.

E.1 Kombineret optrȷning

I afsnit 6.5.2 beskrives en forsfigsrȷkke pŮ et layered RTRL netvȷrk, der har ˛re skjulte enheder samt et enkelt eksternt input, men intet lokalt feedback i outputtet. Optrȷningen indledes med 50 iterationer gradient descent, hvorefter Gauss-Newtons metode benyttes. For forskellige weight decay parametre α optrȷnes der for hver vȷrdi 15 netvȷrk. For disse forsfig blev der i afsnit 6.5.2 konstateret problemer med store gradienter for cost funktionen i de bestemte ’minima’, hvilket skyldes konditioneringsproblemer for Hessian-approksimationen under optrȷningen. De store gradienter er ikke hensigtsmȷssige, hvis netvȷrket efter optrȷning skal beskȷres med OBD eller OBS, hvor det sȷdvanligvis antages, at gradienterne er negligible.

I dette appendiks undersfiges det, hvorvidt det har nogen e¸ekt at bringe cost funktionen tȷttere pŮ et minimum, inden Gauss-Newtons metode tages i anvendelse, hvilket muligvis kan konditionere Hessianen bedre ([Dennis 83]). Der foretages derfor et lignende forsfig, hvor der indledes med 50 iterationer gradient descent, derefter 500 iterationer pseudo Gauss-Newton efterfulgt af maksimalt 450 iterationer Gauss-Newton. I ˛gur E.1 gengives resultaterne af dette forsfig, og de er stort set identiske med ˛gur 6.13.

Middel-trȷningsfejlene ligger pŮ samme niveau som i ˛gur 6.13, dog med lidt stfirre standardafvigelse. Den mindste middelfejl er ARV_{train} =

Figur E.1: 4-1 layered RTRL net trȷnet med 50 batch, 500 pseudo Gauss-Newton efterfulgt af 450 iterationer Gauss-Newton for forskellige weight decay parametre α.

0.0581 ± 0.0055, der opnŮs for α = 10^{−2}. For denne vȷrdi af α er forlfibet af trȷningsfejlene afbildet som funktion af iterationsantallet, og det ses tydeligt, at trȷningsfejlen falder markant ved pŮbegyndelse af en ny optimeringsmetode. Ved sammenligning med den tilsvarende afbildning i ˛gur 6.13 ses det, at niveauet for trȷningsfejlen ved pŮbegyndelse af Gauss-Newtons metode sȷnkes fra ca. 0.25 til omkring 0.1. Nu er trȷningsfejlen er ikke proportional med den udvidede cost funktion, men giver dog en ide om niveauforskellen for denne.

Middel-testfejlene forlfiber for de stfirre weight decays identisk med de tilsvarende i ˛gur 6.13, og der er igen minimum for α = 0.04, hvor ⟨ARV_{test}⟩ = 0.1054

Vigtigst er dog konstateringen af, at de store gradienter stadig er tilstede. Skellet, hvor regulariseringen af cost funktionen ’lfiser’ konditioneringsproblemet, ses at ligge omkring samme vȷrdi som i ˛gur 6.13, α = 0.02. Konditioneringsproblemet kan sŮledes ikke mindskes med grundigere indledende optrȷning forud for anvendelse af Gauss-Newtons metode, men mŮ afhjȷlpes ad anden vej.

E.2 Eksterne inputs til outputtet

I modsȷtning til sȷdvanlige feedforward netvȷrk Ůbner de˛nitionen af fuldt forbundne feedback netvȷrk op for muligheden for, at outputenheden modtager de eksterne inputs til netvȷrket pŮ lige fod med de skjulte enheder, se kapitel 2. I dette appendiks gengives to forsfigsrȷkker for et layered RTRL netvȷrk med ˛re skjulte enheder samt ˛re eksterne inputs, uden feedback i outputenheden.

For den ffirste forsfigsrȷkke gȷlder, at outputenheden modtager de eksterne inputs, for den anden gȷlder, at outputenheden ikke modtager de ˛re eksterne inputs. Netvȷrkene optrȷnes med 50 iterationer gradient descent efterfulgt af maksimalt 450 iterationer Gauss-Newton. For hver vȷrdi af weight decay parameteren α er der udffirt 15 optrȷninger.

I ˛gur E.2 vises resultaterne for netvȷrket, hvor outputenheden modtager de ˛re eksterne inputs. Den laveste middeltrȷningsfejl ⟨ARV_{train}⟩ = 0.0464 ± 0.0041 opnŮs for α = 10^{−4}. Dette er en del lavere end den laveste middeltrȷningsfejl observeret i ˛gur 6.13, hvor der dog kun blev benyttet et enkelt eksternt input. Forskellen skyldes primȷrt det figede antal parametre, med eet input bruges 34 parametre, med ˛re bruges 49.

Den laveste middeltestfejl ⟨ARV_{test}⟩ = 0.1091 opnŮs for α = 0.06. Denne middelfejl er noget hfijere end den laveste, der opnŮs i ˛gur 6.13, hvilket sandsynligvis skyldes det stfirre nfidvendige weight decay for at modvirke overparameterisering og heraf ffilgende overtrȷning.

Konditioneringsproblemet illustreret ved de store gradienter i slutpunktet ses at krȷve et α omkring 0.06 for at blive hŮndteret, hvilket er en del hfijere end for netvȷrkene i ˛gur 6.13, hvor den tilsvarende skillelinie ligger omkring α = 0.02. Dette tages som udtryk for, at stfirre netvȷrk krȷver stfirre regularisering for at modvirke konditioneringsproblemet for Hessianapproksimationen ved Gauss-Newton optimering.

I ˛gur E.3 pŮ nȷste side gengives resultaterne fra forsfigsrȷkken, hvor outputenheden ikke modtager de ˛re eksterne inputs. Den laveste middeltrȷningsfejl opnŮs igen for α = 10^{−4}, og er ARV_{train} = 0.0515 ± 0.0033, en anelse hfijere, end nŮr outputtet modtager de eksterne inputs.

Den laveste middeltrȷningsfejl ⟨ARV_{test}⟩ = 0.1101 opnŮs ligeledes for samme α-vȷrdi som ovenfor, α = 0.06. Forfigelsen af middelfejlen er sŮ lille som 0.002 eller 1.8 %, hvilket dŮrligt kan betegnes som vȷrende signi˛kant. Heraf konkluderes det, at det ikke har nogen ind‚ydelse pŮ netvȷrkets generaliseringsevne, om outputenheden modtager de eksterne inputs eller ej, hvorfor disse forbindelser kan udelades, som det er tilfȷldet for feedforward netvȷrk.

Figur E.2: 4-4 layered RTRL netvȷrk med inputs til outputenheden trȷnet med Gauss-Newtons metode for varierende weight decay parametre α.

Figur E.3: 4-4 layered RTRL netvȷrk uden inputs til outputenheden trȷnet med Gauss-Newtons metode for varierende weight decay parametre α.

Appendiks F

Forsøg: lineær afhængighed

I dette appendiks beskrives et forsfig, der illustrerer den lineȷre afhȷngighed, der eksisterer vȷgtene imellem, nŮr der for et layered RTRL netvȷrk (samt for andre typer feedback netvȷrk) benyttes feedback fra et lineȷrt output til de skjulte enheder, som det beskrives i afsnit 6.8. Denne lineȷre afhȷngighed vil give problemer, nŮr der anvendes Gauss-Newtons metode til optrȷningen, uden at der anvendes weight decay. Efterffilgende gentages forsfiget med et lille weight decay for at illustrere e¸ekten af dette.

Det benyttede netvȷrk har samme arkitektur som det i ˛gur 6.27 afbildede, med to skjulte enheder samt et enkelt eksternt input. Dog modtager outputtet her ogsŮ det eksterne input. Optrȷningen af netvȷrket indledes med 100 iterationer gradient descent, derefter 25 iterationer pseudo Gauss- Newton, hvorefter der benyttes Gauss-Newtons metode. Der benyttes ikke weight decay, og forlfibet af optrȷningen illustreres i ˛gur F.1. Det ses, at trȷningsfejlen, der er proportional med cost funktionen, forbliver konstant efter ganske fŮ iterationer med Gauss-Newtons metode, mens gradientnormen samt konditionstallet for Hessian-approksimationen vokser kraftigt.

I ˛gur F.2 vises et meshplot af cost funktionen som funktion af w_{11} og w_{12} samt de aktuelle vȷgte, lige inden Gauss-Newtons metode pŮbegyndes. Outputtets lokale feedback er sat til nul, idet det ikke benyttes. Det skal bemȷrkes, at w_{11}-aksen er ’vendt om’ pŮ grund af den vinkel, hvorfra ‚aden betragtes. Det aktuelle punkt er markeret med * i det underliggende konturplot. I retning mod (negativ w_{11}, positiv w_{12}) ses at starte en ’dal’, og det er i denne retning, at w_{11} og w_{12} begynder at bevȷge sig under den videre optrȷning med Gauss-Newtons metode.

Af ˛gur F.3 { F.7 fremgŮr det, at nogle af vȷgtene, heriblandt w_{11} og w_{12}, vokser voldsomt, samtidig med at cost funktionen i ˛gur F.1 ses at vȷre konstant. Dette skyldes, at iterationspunktet bevȷger sig i en retning i vȷgtrummet, i hvilken cost funktionen er konstant, som det beskrives i afsnit 6.8. Betragtes snittene gennem cost funktionen pŮ ˛gurerne F.3{F.7 fŮr man da ogsŮ indtrykket af, at vȷgtene w_{11} og w_{12} bevȷger sig gennem en dal, i hvis retning cost funktionen er konstant. PŮ ˛gur F.9 vises et meshplot af cost funktionen efter 150 iterationer Gauss-Newton, der yderligere bestyrker dette indtryk.

Udsnittene af cost funktionen pŮ ˛gurerne F.3{F.7 angiver iterationspunktet med *. Umiddelbart synes det som om, at punktet be˛nder sig i et minimum, men dette er ikke helt tilfȷldet, som det fremgŮr af ˛gur F.8. Her er der ’zoomet’ ind omkring iterationspunktet efter 250 iterationer Gauss- Newton, og det ses her tydeligt, at iterationspunktet be˛nder sig et stykke fra det (lokale) minimum; at iterationspunktet ikke bevȷger sig helt ned i ’bunden af dalen’ mŮ skyldes, at den samlede Gauss-Newton sfigeretning er dŮrligt bestemt grundet den dŮrlige konditionering (se appendiks D), samtidig med at den lineȷre afhȷngighed vȷgtene imellem bevirker et meget stort skridt (se afsnit 6.8). De store skridt bevirker de smŮ skridtlȷngder η (learning rates) i ˛gur F.1. De stadig stigende gradienter kan malende beskrives ved, at iterationspunktet hele tiden rammer lidt forbi minimumet, samtidig med at det bevȷger sig gennem den dal, hvori cost funktionen er konstant. ’Siderne’ i dalen bliver stadig stejlere, hvilket bevirker den observerede stadigt stigende gradientnorm. I tabellen nedenfor gengives de a‚edede af cost funktionen mht. w_{11} og w_{12} efterhŮnden som Gauss-Newton iterationerne skrider frem:

50 it. 150 it. 250 it. 500 it. 1000 it. ∂C(w) ∂w11 -0.6212 -1.2941 -1.7235 -2.9148 -3.9070 ∂C(w) ∂w12 -0.4757 -1.0351 -1.4270 -2.5652 -3.5366

De a‚edede ses at vokse stfit i overensstemmelse med ovenstŮende udredning.

Eksemplet beskrevet ovenfor viser tydeligt, hvilke problemer, der opstŮr pŮ gund af de lineȷre afhȷngigheder imellem vȷgtene, nŮr der benyttes Gauss-Newton optimering. Betragtes forlfibet af trȷningsfejlen i ˛gur F.1 ses det, at der for de indledende iterationer med gradient descent samt pseudo Gauss-Newton ikke er den samme slags problemer. Dette skyldes, at sfigeretningen for disse metoder bestemmes ved at betragte hver vȷgt for sig, de ’opdager’ sŮledes ikke den lineȷre sammenhȷng imellem nogle af vȷgtene, som det beskrives i afsnit 6.8.

Som det fremgŮr af talrige forsfig i denne rapport, kan weight decay lfise ovenstŮende problemer. Netvȷrket blev derfor optrȷnet igen, men nu med weight decay, α = 10^{−3}. Optrȷningen blev pŮbegyndt fra samme startpunkt som det tidligere eksempel, og der blev benyttet samme fremgangsmŮde ved optrȷningen, 100 iterationer gradient descent samt 25 iterationer pseudo Gauss-Newton, inden Gauss-Newtons metode blev sat ind. I ˛gur F.10 gengives forlfibet af denne optrȷning. Stopkriteriet for gradientnormen bliver nu opfyldt efter fŮ iterationer med Gauss-Newtons metode.

Trȷningsfejlen ses at nŮ ned pŮ et noget lavere niveau, Gauss-Newtons metode bliver ikke lȷngere ’fanget’ af retninger, hvor cost funktionen er konstant, for de ˛ndes ikke lȷngere; leddet med weight decayet sfirger for, at cost funktionen vil stige i disse retninger. PŮ ˛gur F.11 vises et meshplot af cost funktionen i det bestemte minimum som funktion af w_{11} og w_{12} sammen med vȷgtene i dette punkt. Det bemȷrkes, at plottet har stor lighed med ˛gur F.2, blot er det drejet en smule mod urets retning. Hvis man betragter de underliggende konturplots, bemȷrkes det, at weight decayet i ˛gur F.11 nu har ’lukket’ den dal henimod (negativ w_{11}, positiv w_{12}), gennem hvilken vȷgtene ffir bevȷgede sig, ved at hȷve niveauet for denne. Som en konsekvens af, at weight decayet har elimineret retningerne, hvor cost funktionen ffir var konstant, samtidig med at det har forfiget de mindste egenvȷrdier (se appendiks D), ses konditionstallet for Hessian-approksimationen i ˛gur F.10 at vȷre blevet vȷsentligt reduceret.

Figur F.1: Forlfib af optrȷning af 2-1 netvȷrk uden weight decay. Illustration af hhv. trȷnings- & testfejl, gradientnorm, η-vȷrdi samt konditionstal for Hessian-approksimationen.

Vȷgte lige inden Gauss-Newton pŮbegyndes: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 0.4202 0.4787 -0.2543 0.1526 0.0397 h2 -0.3943 0.7088 -0.4705 -0.5009 0.0936 out 0.4186 0.0223 0 1.0431 0.0506

Figur F.2: Vȷgte samt cost funktion uden weight decay efter 100 iterationer gradient descent samt 25 iterationer pseudo Gauss-Newton, lige inden Gauss-Newtons metode pŮbegyndes.

Appendiks F. Forsfig: lineȷr afhȷngighed 136

Vȷgte efter 50 iterationer Gauss-Newton: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 -2.3732 6.8597 2.7360 -0.0957 0.1043 h2 -1.8659 4.5333 2.0998 -0.6810 0.0173 out 0.7041 -1.4156 0 0.3184 0.0106

Figur F.3: Vȷgte samt udsnit af cost funktionen for hhv. w_{11} (venstre) samt w_{12} (hfijre) efter 50 iterationer Gauss-Newton.

Vȷgte efter 150 iterationer Gauss-Newton: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 -7.0992 12.8855 4.0722 -0.2385 0.0866 h2 -5.5304 9.6594 3.2140 -0.5919 0.0319 out 1.3881 -2.2060 0 0.2444 0.0077

Figur F.4: Vȷgte samt udsnit af cost funktionen for hhv. w_{11} (venstre) samt w_{12} (hfijre) efter 150 iterationer Gauss-Newton.

Appendiks F. Forsfig: lineȷr afhȷngighed 137

Vȷgte efter 250 iterationer Gauss-Newton: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 -10.0675 16.0855 4.3453 -0.2812 0.0809 h2 -8.1450 12.7308 3.5642 -0.5627 0.0370 out 1.8423 -2.6780 0 0.2310 0.0072

Figur F.5: Vȷgte samt udsnit af cost funktionen for hhv. w_{11} (venstre) samt w_{12} (hfijre) efter 250 iterationer Gauss-Newton.

Vȷgte efter 500 iterationer Gauss-Newton: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 -18.1225 24.2971 4.5825 -0.3400 0.0726 h2 -15.7133 20.9001 4.0176 -0.5187 0.0446 out 3.1375 -3.9900 0 0.2178 0.0068

Figur F.6: Vȷgte samt udsnit af cost funktionen for hhv. w_{11} (venstre) samt w_{12} (hfijre) efter 500 iterationer Gauss-Newton.

Vȷgte efter 1000 iterationer Gauss-Newton: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 -24.7397 30.9174 4.6252 -0.3632 0.0692 h2 -22.1454 27.5510 4.1780 -0.4997 0.0478 out 4.2373 -5.0944 0 0.2142 0.0066

Figur F.7: Vȷgte samt udsnit af cost funktionen for hhv. w_{11} (venstre) samt w_{12} (hfijre) efter 1000 iterationer Gauss-Newton.

Figur F.8: Zoom-in pŮ udsnittene af cost funktionen for w_{11} og w_{12} efter 250 iterationer Gauss-Newton.

Figur F.9: Cost funktion uden weight decay efter 150 iterationer Gauss-Newton.

Figur F.10: Forlfib af optrȷning af 2-1 netvȷrk med weight decay. Illustration af hhv. trȷnings- & testfejl, gradientnorm, η-vȷrdi samt konditionstal for Hessian-approksimationen.

Vȷgte efter optrȷning med weight decay: fra→ ↓ til h1 h2 output input bias

h1 0.1531 0.8065 -1.8284 2.4646 -1.0596 h2 -0.9030 0.6475 -1.4613 -1.6006 0.1249 out 0.4728 -0.1691 0 0.4519 0.4578

Figur F.11: Vȷgte samt cost funktion med weight decay efter endt optrȷning.

Appendiks G

Beregningstider for layered RTRL

I dette appendiks vises det, hvor lang tid det tager at beregne sfigeretningen for de forskellige anvendte optrȷningsmetoder; se kapitel 1. Beregningstiden er bestemt for voksende netvȷrksstfirrelse. Ydermere illustreres de kvantitative sŮvel som de kvalitative forskelle pŮ optrȷningsmetoderne med et eksempel for et givent netvȷrk. Specielt fremgŮr det, at selvom Newtons metode konvergerer mod et (lokalt) minimum i fȷrre iterationer end Gauss- Newtons metode, er den alligevel for dyr at benytte rent tidsmȷssigt.

G.1 Beregningstid for sfigeretning

I afsnit 2.3 er der foretaget et overslag over, hvordan beregningsbyrden ved beregning af ffirste- og anden a‚edede for et fuldt forbundet feedback netvȷrk afhȷnger af netvȷrkskompleksiteten. For at give en fornemmelse for tidsforbruget under optrȷningen, er det for de ˛re optimeringsmetoder gradient descent, pseudo Gauss-Newton, Gauss-Newton samt Newtons metode bestemt, hvor lang tid det for hver af metoderne tager at beregne en sfigeretning for en given netvȷrkskompleksitet.

Resultatet er afbildet i ˛gur G.1. Det afprfivede netvȷrk havde et enkelt eksternt input, hvilket med bias svarer til I = 2 i afsnit 2.3. For figet antal skjulte enheder, svarende til figet K, blev det bestemt, hvor lang tid det tog at beregne sfigeretningen for hver af de ˛re optimeringsmetoder nȷvnt ovenfor. Tiderne blev fundet ved pŮ en ifivrigt ubelastet HP 735 at foretage et stfirre antal sfigeretningsbestemmelser, og derefter midle den forbrugte tid.

Funktionen, der blev benyttet til tidsbestemmelse, havde en usikkerhed pŮ ±1 sekund, men da alle beregningstider er bestemt udfra kfirsler af mere end eet minuts varighed, er usikkerheden stammende herfra begrȷnset til nogle fŮ procent. Usikkerhed er ogsŮ introduceret af variationer i den del af CPU-tiden, som programmets processer blev tildelt, samt af kommunikation mellem en program-proces og en MATLAB-proces. Disse usikkerheder burde dog vȷre forholdsvis smŮ, da HP 735’eren som nȷvnt udelukkende afviklede

Figur G.1: Beregningstider for sfigeretninger med I = 2 og voksende K.

mine test-applikationer.

Ved bestemmelse af sfigeretningen for Newtons samt Gauss-Newtons metode skal der lfises et ligningssystem, se kapitel 1. I den her benyttede implementering foretages denne invertering ved at overffire ligningssystemet til MATLAB, lfise systemet her, og hente resultatet tilbage til den pŮgȷldende funktion i C{programmet (se appendiks H). Denne overffirsel introducerer et (lille) ekstra overhead fremfor gradient descent samt pseudo Gauss-Newton, hvilket der lige skal gfires opmȷrksom pŮ. For alle metoder gȷlder det, at der er overhead forbundet med kald af funktioner, initialisering af variable m. m.

I ˛gur G.1 bemȷrkes det, at beregningstiden for sfigeretningerne vokser voldsomt for figet netvȷrkskompleksitet. Forskellen mellem gradient descent samt pseudo Gauss-Newton er meget lille, hvorfor kurverne for disse er sammenfaldende; forskellen bestŮr blot i, at for pseudo Gauss-Newton skal der for hvert element i sfigeretningen foretages en addition, en multiplikation samt en division mere end for gradient descent (se afsnit 1.4.3). Afstanden mellem kurverne for gradient descent og Gauss-Newtons metode er stort set konstant, svarende til at beregningsomkostningerne for de to metoder er omtrent proportionale; dette fremgŮr ogsŮ af overslagene i afsnit 2.3. For stfirre netvȷrk figes afstanden, hvilket skyldes, at overheadet fra MATLAB-kaldet bliver mere betydeligt. Det ses, at beregningstiderne for Newtons metode ligger vȷsentligt over de fivrige; dette skyldes, at Newtons metode benytter den fulde Hessian-matrix, og dermed krȷver beregning af de anden a‚edede, hvilket er beregningsmȷssigt meget ’dyrt’, ogsŮ selvom det i implementeringen er udnyttet, at Hessianen er symmetrisk.

Figur G.2: Angivelse af den teoretiske vȷkst i beregningstiden.

I ˛gur G.2 er beregningstiderne vist igen, nu med angivelse af den estimerede tid for hver af disse. De estimerede tider for metoderne er bestemt som en faktor multipliceret med de tilsvarende udtryk angivet i afsnit 2.3. Faktoren er bestemt sŮledes, at de estimerede tider skȷrer kurven med de faktiske tider i punktet K = 7, da overheadet for mindre vȷrdier af K er for betydeligt.

De faktiske tider stemmer omtrent overens med de estimerede. For de mindre vȷrdier af antallet af skjulte enheder K ligger de faktiske tider en del over de estimerede, hvilket skyldes stfirre overhead. For de stfirste vȷrdier af K ligger de faktiske tider en smule under de estimerede, hvilket muligvis kan tilskrives, at den benyttede compiler i stigende grad kan udnytte e¸ektiviteten af den anvendte maskines arkitektur, herunder udffirelse af ‚ere intruktioner samtidigt. Disse forhold kunne eventuelt undersfiges nȷrmere, men udelades her.

G.2 E¸ektivitet af optrȷningsmetoder

I dette afsnit foretages en sammenligning af e¸ektiviteten af de forskellige optimeringsmetoder, der er undersfigt i afsnit 6.4 samt afsnit 6.5. Sammenligningen foretages for et layered RTRL netvȷrk med samme arkitektur, som bliver benyttet i afsnit 6.9, dvs. ˛re skjulte enheder, 12 eksterne inputs; outputenheden har ikke lokalt feedback, modtager ikke de eksterne inputs og forbindes ikke tilbage til de skjulte enheder. Under optrȷningen var cost funktionen udvidet med weight decay, αff = 10^{−4} samt α_{rec} = 0.05. De ˛re optrȷninger startede naturligvis i samme startpunkt.

Figur G.3: Trȷningsfejl som funktion af iterationsantallet for forskellige optimeringsmetoder.

I ˛gur G.3 er for de ˛re metoder vist trȷningsfejlen som funktion af iterationsantallet. Alle ˛re optrȷninger blev indledt med 30 iterationer gradient descent. Herefter blev der udffirt 5000 iterationer gradient descent samt 5000 iterationer pseudo Gauss-Newton; stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−6} blev for disse metoder aldrig opfyldt. Dette stopkriterie blev efter de indledene 30 iterationer opfyldt med 139 iterationer af Gauss-Newtons metode. Newtons metode kan ffirst benyttes, nŮr man er tilstrȷkkelig tȷt pŮ et (lokalt) minimum, hvorfor metoden indledtes med Gauss-Newton iterationer indtil ‖C(w)‖_2 < 10^{−2}, som det ogsŮ blev gjort i afsnit 6.5.3; dette forklarer, hvorfor kurverne for de to metoder er sammenfaldende. Iterationsantallet fordelte sig her med 113 iterationer Gauss-Newton og 4 iterationer med Newtons metode for opfyldelse af stopkriteriet ‖C(w)‖_2 < 10^{−6}; denne sammensȷtning af optimeringsmetoderne ’sparede’ sŮledes 22 iterationer fremfor Gauss-Newton alene.

Af ˛gur G.3 fremgŮr det, at andenordens metoderne Gauss-Newton samt Newtons metode kvalitativt er langt bedre end de to andre metoder, idet de er i stand til at ’nŮ ned’ til et (lokalt) minimum for cost funktionen. Som nȷvnt ovenfor opfyldte gradient descent og pseudo Gauss-Newton aldrig stopkriteriet, ligesom niveauet for trȷningsfejlen efter de 5000 iterationer lŮ vȷsentligt hfijere end for andenordens metoderne.

I ˛gur G.4 vises trȷningsfejlene igen, men nu som funktion af den forbrugte tid til optrȷningen, midlet over hele optrȷningsforlfibet. Figuren giver sŮledes udtryk for e¸ektiviteten af de anvendte optrȷningsmetoder. I tabellen nedenfor gengives for de ˛re metoder den tid, det tog at udffire det

Figur G.4: Trȷningsfejl som funktion af den benyttede tid til optrȷning.

optrȷningsforlfib, der blev beskrevet ovenfor, ligesom antallet af iterationer samt opnŮet trȷningsfejl angives:

Metode Tid Iterationer ARV_{train} Gradient descent 415 sek. 5000 0.0778 Pseudo Gauss-Newton 446 sek. 5000 0.0596 Gauss-Newton 35 sek. 169 0.0482 Newton 39 sek. 147 0.0482

I ˛gur G.4 bemȷrkes det, at Gauss-Newton samt Newton ogsŮ rent tidsmȷssigt, eller kvantitativt, hurtigt bliver langt mere e¸ektive end de to andre metoder. Af ˛guren samt af tabellen ovenfor fremgŮr det, at det ikke kan betale sig at benytte Newtons metode til optimering for den her undersfigte arkitektur. Selvom der blev sparet 22 iterationer i forhold til Gauss-Newtons metode, tog optrȷningen alligevel lȷngere tid. Dette skyldes, at beregning af den fulde Hessian er langt dyrere end blot at beregne Gauss-Newton approksimationen, jvf. afsnit G.1. SŮ selvom Newtons metode rent konvergensmȷssigt er mere e¸ektiv end Gauss-Newtons metode, stŮr den figede e¸ektivitet ikke mŮl med den figede beregningstid. PŮ denne baggrund mŮ det derfor konstateres, at det ikke kan betale sig at implementere den fulde Hessian til optimeringsformŮl for de i dette arbejde benyttede arkitekturer.

Den store e¸ektivitet af Newtons samt Gauss-Newtons metode er naturligvis helt afhȷngig af, at det betragtede netvȷrk har en overkommelig stfirrelse. Bliver netvȷrket for stort, bliver det praktisk umuligt at beregne disse metoders sfigeretning, hvilket vil fremgŮ af ˛gur G.1. I dette tilfȷlde mŮ det udfra ˛gur G.4 anbefales at bruge pseudo Gauss-Newton, idet beregningsbyrden ikke er meget stfirre end for gradient descent, men konvergensen mod et (lokalt) minimum derimod en del bedre.

Appendiks H

Programbeskrivelse

Dette appendiks indeholder en kortfattet beskrivelse af det udviklede programmel.

Til at afprfive layered RTRL-arkitekturen beskrevet i denne rapport er der udviklet programmel i C. Programmellet bestŮr af et stfirre antal funktioner til bla. initialisering, optrȷning, beskȷring samt test, der alle beskrives kort nedenfor.

Programmet er meget generelt. Hvilke af programmets mange muligheder der finskes benyttet, samt parametre programmet skal anvende, fastlȷgges inden kompilering ved brug af # define’s. Dette er ikke det mest brugervenlige interface, men til brug for de i dette arbejde udffirte forsfig har det vȷret fuldt ud tilstrȷkkeligt, og tillige simpelt at implementere samt udvide med nye features.

Det er ikke blot programmets funktionelle muligheder, der er meget generelle. Programmet Ůbner op for muligheden for at simulere netvȷrk med vilkŮrlige forbindelser mellem enhederne. Dette er en direkte konsekvens af, at programmet giver mulighed for at beskȷre netvȷrkene. Det er feks. pŮ denne mŮde, at forsfigene med feedforward netvȷrk samt de ’amputerede’ fuldt rekursive netvȷrk i denne rapport er blevet udffirt.

Helt essentiel for andenordens metoderne er lfisning af lineȷre ligningssystemer, ligesom Optimal Brain Surgeon behfiver den inverse Hessianmatrix. I programmet lfises disse opgaver ved at starte en MATLAB engine op, hvilket svarer til at starte en sȷdvanlig MATLAB session; der Ůbnes blot ikke et kommandovindue. Kommunikation med MATLAB processen foregŮr via nogle af MathWorks leverede kommunikationsfunktioner, som linkes pŮ programmet, og der kan vha. disse sendes data frem og tilbage imellem MATLAB og C{programmet, ligesom almindelige MATLAB kommandoer kan udffires ved at sende en streng med kommandoerne til MATLAB processen, hvor de udffires pŮ sȷdvanlig vis.

Anvendelse af MATLAB pŮ denne mŮde er en stor fordel ved undersfigelse af interne forhold i netvȷrket under optrȷning samt beskȷring. Data for netvȷrket opsamles lfibende og sendes til MATLAB, hvor de gemmes i passende vektorer. Ved programmets afslutning udffires der en save{kommando fra MATLAB processen, hvorved alle de lagrede variable gemmes pŮ sȷdvanlig vis. Herefter kan de hentes ind i en ordinȷr MATLAB session og visualiseres samt behandles her.

Programmet anvender i vid udstrȷkning globale variable. Dette er imod al god programmeringsskik, men strategien er her benyttet alligevel for at undgŮ funktioner med et overdrevent antal argumenter. Det har dog heller ikke pŮ noget tidspunkt vȷret hensigten at udvikle generelle funktioner, snarere at udvikle et lukket miljfi med alle relevante funktioner indbygget.

Nogle af de implementerede funktioner har meget stor kompleksitet. Dette er specielt tilfȷldet for beregning af gradienten og i sȷrdeleshed af de anden a‚edede af cost funktionen. SŮdanne funktioner er meget disponerede for banale programmeringsfejl, der med sȷdvanlige debugging vȷrktfijer er umulige at opdage. For at undgŮ denne type fejl, er der udviklet fuldstȷndigt identiske funktioner i MATLAB, hvor overskueligheden er langt stfirre. Ved at sammenligne outputtet fra hhv. MATLAB og C{funktionerne er alle banale fejl med glemt pointer-opdatering mv. elimineret fuldstȷndigt.

Den parallelle implementering i MATLAB viste med al finskelig tydelighed fordelen ved at anvende C. C{programmet var i hvert fald 20 gange hurtigere end et (dog uoptimeret) tilsvarende MATLAB program. Ydermere tillader de begrȷnsede muligheder for at opbygge datastrukturer i MATLAB heller ikke at fikonomisere med lagerforbruget i samme omfang, som det er gjort i C{programmet.

Programmellets funktioner er distribueret pŮ ffilgende ˛ler:

rtrl.c Indeholder hovedprogrammet samt erklȷringer af samtlige globale variable samt prototyper pŮ alle funktioner. Filen indeholder yderligere funktioner, der opbygger samt initialiserer datastrukturerne for de globale variable. I denne ˛l sammensȷttes programmets funktion vha.

#define’s.

mat tool.h Indeholder funktioner, der opretter samt nedlȷgger en MAT- LAB proces samt hjȷlpefunktioner, der kommunikerer med MATLABprocessen.

gradient.h Indeholder funktioner, der beregner gradienten af cost funktionen for et layered RTRL netvȷrk.

training.h Indeholder funktioner, der implementerer de forskellige benyttede optrȷningsmetoder.

pseudo.h Indeholder funktioner, der beregner approksimationerne til Hessianmatricen anvendt af pseudo Gauss-Newton samt Gauss-Newtons metode.

hessian.h Indeholder funktioner til beregning af den fulde Hessian for et layered RTRL netvȷrk.

prune.h Indeholder funktioner, der implementerer de benyttede beskȷringsalgoritmer.

Appendiks H. Programbeskrivelse 150

toolbox.h Indeholder hjȷlpefunktioner, der benyttes til undersfigelse af et givet netvȷrk.

I det ffilgende gives en oversigt over funktionerne i de enkelte ˛ler.

rtrl.c

Hoved˛len indeholder funktionerne:

irand();
rand250();
init r250();
rand250();
frand250();
randnum();

Funktioner fra Dr. Dobb’s Journal til generering af tilfȷldige tal.

calc var();

Beregner variansen af det anvendte datasȷt.

setup();

Opbygger de globale datastrukturer.

design net();

Initialiserer de tilstedevȷrende vȷgte samt deres weight decays.

main();

Hovedfunktionen. Koordinerer optrȷning og beskȷring af netvȷrket.

mat tool.h

Filen med MATLAB-interface funktioner indeholder funktionerne:

open engine();

Starter en MATLAB proces op, som C{programmet kan kommunikere med.

kill engine();

Nedlȷgger en MATLAB proces.

mat eval str();

Sender en streng med MATLAB kommandoer til MATLAB processen, hvor strengen evalueres.

mat put vec();

Sender en vektor fra C{programmet til MATLAB processen under et speci˛ceret navn.

Appendiks H. Programbeskrivelse 151

mat get vec();

Overffirer en navngiven vektor fra MATLAB processen til en vektor i C{programmet.

mat put matrix();

Sender en matrix fra C{programmet til MATLAB processen under et speci˛ceret navn.

mat get matrix();

Overffirer en navngiven matrix fra MATLAB processen til en matrix i C{programmet.

solve system();

Lfiser et lineȷrt ligningssystem ved at overffire matricen samt hfijresiden til MAT- LAB processen, hvor ligningssystemet lfises. Resultatet hentes tilbage til en speci˛ceret vektor i C{programmet.

gradient.h

Denne ˛l indeholder funktioner til beregning af gradienten:

calc grad();

Beregner gradienten for den udvidede kvadratiske cost funktion for et layered RTRL netvȷrk.

calc out and deriv();

Beregner outputtet fra samt de a‚edede af aktiveringsfunktionerne for et enkelt eksempel for et layered RTRL netvȷrk.

calc out();

Beregner de skjulte enheders output for et givet input samt tidligere tilstand.

training.h

Denne ˛l indeholder hovedsalig funktioner til optrȷning af netvȷrket:

grad desc();

Optimerer pŮ cost funktionen med Gradient Descent metoden.

pseudo newton1();

Optimerer pŮ cost funktionen med pseudo Gauss-Newton.

pseudo newton2();

Optimerer pŮ cost funktionen med Gauss-Newtons metode.

train newton();

Optimerer pŮ cost funktionen med Newtons metode.

Appendiks H. Programbeskrivelse 152

evaluate();

Beregner ARV ’s pŮ trȷnings- samt testsȷt.

calc E();

Returnerer vȷrdien af den kvadratiske cost funktion E(w) for de aktuelle vȷgte.

calc C();

Returnerer vȷrdien af den udvidede cost funktion C(w) (adderer weight decay).

pseudo.h

Funktionerne i denne ˛l beregner approksimationer til Hessianmatricen:

diag pseudo hess();

Beregner gradienten samt diagonal-approksimationen til Gauss-Newton Hessianen for den udvidede cost funktion for et layered RTRL netvȷrk.

pseudo hess();

Beregner gradienten samt Gauss-Newton approksimationen til Hessianmatricen for den udvidede cost funktion for et layered RTRL netvȷrk.

hessian.h

Med disse funktioner beregnes den fulde Hessian matrix for cost funktionen for et layered RTRL netvȷrk:

inv hessian();

Returnerer den inverse af den fulde Hessianmatrix i den globale matrix hessian.

calc hessian();

Beregner den fulde Hessianmatrix samt gradienten for den udvidede cost funktion for et layered RTRL netvȷrk, og lagrer resultaterne i de globale datastrukturer.

calc sec deriv();

Beregner de anden a‚edede af aktiveringsfunktionerne for enhederne i netvȷrket.

inverse();

Inverterer Hessianmatricen i MATLAB.

prune.h

Med disse funktioner beskȷres netvȷrket:

obs pruning();

Beskȷrer det aktuelle netvȷrk med Optimal Brain Surgeon. Netvȷrket genoptrȷ-

Appendiks H. Programbeskrivelse 153

nes, hvis dette er speci˛ceret, og informationer omkring beskȷringsforlfibet sendes til MATLAB processen.

obd pruning();

Beskȷrer det aktuelle netvȷrk med Optimal Brain Damage. Netvȷrket genoptrȷnes, hvis dette er speci˛ceret, og informationer omkring beskȷringsforlfibet sendes til MATLAB processen.

mag pruning();

Beskȷrer det aktuelle netvȷrk med Magnitude Based metoden. Netvȷrket genoptrȷnes, hvis dette er speci˛ceret, og informationer omkring beskȷringsforlfibet sendes til MATLAB processen.

toolbox.h

Denne ˛l indeholder diverse hjȷlpevȷrktfijer til netvȷrksanalyse:

plot onestep();

Beregner et-skridts prȷdiktion for netvȷrket, og gemmer tidsserien, netvȷrkets output samt de skjulte enheders output i ˛len comp one.dat.

plot iterate();

Beregner itereret prȷdiktion af testsȷttet, og gemmer tidsserien, netvȷrkets output samt de skjulte enheders output i ˛len comp ite.dat.

impulse();

Beregner outputtets samt de skjulte enheders svar pŮ en impuls af given stfirrelse, og gemmer impulssvarene i ˛len impulse.dat.

dump weights();

Gemmer de aktuelle vȷgte i MATLAB format i ˛len weights.mat i en variabel med navnet weights.

norm();

Returnerer 2{normen af en speci˛ceret vektor.

save jacob();

Beregner Jacobi-matricen for cost funktionen i det aktuelle punkt, og lagrer den i MATLAB processen under navnet jacob.

Appendiks I

Artikel til NIPS’94

Dette appendiks indeholder en artikel, som jeg i forbindelse med mit eksamensprojekt har udarbejdet i samarbejde med min vejleder Lars Kai Hansen. Artiklen er optaget til prȷsentation ved konferencen NIPS’94, der afholdes ultimo november 1994 i Denver, Colorado, og er et udkast til den endelige artikel.

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 155

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 156

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 157

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 158

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 159

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 160

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 161

Appendiks I. Artikel til NIPS’94 162

Litteraturfortegnelse

[Barton 90] Barton, S. A. : A Matrix Method for Optimizing a Neural Network. I "Neural Computation", vol. 3, 450{459 (1990).

[Catfolis 93] Catfolis, T. : A Method for Improving the Real Time Recurrent Learning Algorithm. I "Neural Networks", vol. 6, 807{821 (1993).

[Dennis 83] Dennis, J. E. & Schnabel, R. B. : Numerical methods for unconstrained optimization and non-linear equations. Prentice-Hall series in computational mathematics (1983).

[Doya 93] Doya, K. : Universality of Fully-Connected Recurrent Neural Networks. Sendt til IEEE Transactions on Neural Networks. Tilgȷngelig via ftp fra Neuroprose : doya.universality.ps.Z (1993).

[Fahlman 90] Fahlman, S. E. & Lebiere, C. : The Cascade- Correlation Learning Architecture. I NIPS 2, Ed. D. S. Touretzsky, 524{532. San Mateo, Morgan Kaufmann (1990).

[Fahlman 91] Fahlman, S. E. : The Recurrent Cascade- Correlation Architecture. I NIPS 3, Eds. D. S. Touretzsky et al. , 190{196. San Mateo, Morgan Kaufmann (1991).

[Gabel 80] Gabel, R. A. & Roberts, R. A. : Signals and Linear Systems, 2. ed. John Wiley and Sons (1980).

[Giles 92] Giles, C. L. , Miller, C. B. et al. :Learning and Extracting Finite State Automata with Second-Order Recurrent Neural Networks. I "Neural Computation", vol. 4, 393{405 (1992).

[Giles 94] Giles, C. L. , Omlin, C. W. : Pruning of Recurrent Neural Networks for Improved Generalization Performance. Kommer i "IEEE Transactions on Neural Networks". Preprint fra NEC Research Institute (1994).

[Gorodkin 93] Gorodkin, J. , Hansen, L. , Krogh, A: , Svarer, C. & Winther, O. : A Quantitative Study of Pruning By Optimal Brain Damage. I "Int. J. of Neural Systems" 4, 159{171 (1993).

[Guignot 94] Guignot, J. , Gallinari, P. : Recurrent Neural Networks with Delays. I "Proceedings of ICANN’94 International Conference on Neural Networks", Sorrento, Italy, 1994. Eds. M. Marinaro & P. G. Morasso, 389{392 (1994).

[Hansen 94a] Hansen, L. K. , Rasmussen, C. E. , Svarer, C. & Larsen, J. : Adaptive regularization. Accepteret til IEEE Workshop on Neural Networks for Signal Processing, Greece 1994. Elektronisk Institut (1994).

[Hansen 94b] Hansen, L. K. : Upublicerede hŮndskrevne noter. Elektronisk Institut, DTU (1994).

[Hansen&With 94] Hansen, L. K. & Pedersen, M. W. : Controlled Growth of Cascade Correlation Nets. I "Proceedings of ICANN’94 International Conference on Neural Networks", Sorrento, Italy, 1994. Eds. M. Marinaro & P. G. Morasso, 797{800 (1994).

[Hassibi 93] Hassibi, B. , Stork, D. G. & Wol¸, G. J. : Second Order Derivatives for Network Pruning: Optimal Brain Surgeon. I NIPS 5, Eds. S. J. Hanson, et al., 164. San Mateo, Morgan Kaufmann (1993).

[Haykin 94] Haykin, S. : Neural Networks { A comprehensive Foundation. Macmillan College Publishing Company (1994).

[Hertz 91] Hertz, J. , Krogh, A. , & Palmer, R. G. : Introduction to the Theory of Neural Computation. Addison-Wesley, New York (1991).

[Hfiholdt 89] Hfiholdt, T. , Nielsen, F. et al. : Noter til 0122 lineȷre systemer. Matematisk Institut, DTU (1989).

[Kohavi 78] Kohavi, Z. : Switching and Finite State Automata Theory, 2. ed. Tata McGraw-Hill Publishing Company (1978).

[LeCun 90a] Le Cun, Y. , Boser, B. , Denker, J. S. , Henderson, D. , Howard, R. E. , Hubbard, W. & Jackel, L. D. : Handwritten Digit Recognition with a BackPropagation Network. I NIPS 2, Ed. D. S. Touretzsky, 396{404. San Mateo, Morgan Kaufman (1990).

[LeCun 90b] Le Cun, Y. , Denker, J. S. & Solla, S. A. : Optimal Brain Damage. I NIPS 2, Ed. D. S. Touretzsky, 598{ 605. San Mateo, Morgan Kaufmann (1990).

[Lindsey 92] Lindsey, R. L. , Ruck, D. W. , Rogers, S. K. & Kabrisky, M. : Function Prediction Using Recurrent Neural Networks. I Proceedings of the SPIE, vol. 1710, 438{448 (1992).

[Ljung 87] Ljung, L. : System Identi˛cation: Theory for the User. Prentice Hall, Information and System Sciences series (1987).

[Madsen 91a] Madsen, K. : Hȷfte 38: Minimering af kvadratsummer. Numerisk Instutut, DTU (1991).

[Madsen 91b] Madsen, K. : Hȷfte 40: Optimering under bibetingelser. Numerisk Instutut, DTU (1991).

[MATLAB] MATLAB Reference Guide. The MathWorks Inc. , Natick MA (1992).

[Nielsen 72] Nielsen, H. B. & Madsen, K. : Hȷfte 23: Lfisning af lineȷre ligningssystemer. Numerisk Institut, DTU (1972).

[Nielsen 91] Nielsen, H. B. & Madsen, K. : Hȷfte 52: Talreprȷsentation og afrundingsfejl. Numerisk Institut, DTU (1991).

[Nielsen 94] Nielsen, H. B. : Personlig samtale. Instituttet for Matematisk Modellering (1994).

[MWP 93] Pedersen, M. W. & Bundesen, J. : Cascade- Correlation & Recurrent Cascace-Correlation. Individuelt kursusarbejde ved Elektronisk Institut, DTU (1993).

[MWP 94] Pedersen, M. W. : Optimal Brain Surgeon implementeret pŮ Cascade-Correlation. Individuelt kursusarbejde ved Elektronisk Institut, DTU (1994).

[Press 92] Press, W. H. et al. : Numerical Recipes in C, 2. ed. Cambridge University Press, Cambridge (1992).

[Rasmussen 93] Rasmussen, C. E. : Generalization in Neural Networks. Projektarbejde ved Elektronisk Institut, DTU (1993).

[Saarinen 93] Saarinen, S. , Bramley, R. & Cybenko, G. : Illconditioning in neural network training problems. I "SIAM Journal of scienti˛c computing", vol. 14, 693{714 (1993).

[Schmidhuber 92] Schmidhuber, J. : A Fixed Size Storage O(n^3) Time Complexity Learning Algorithm for Fully Recurrent Continually Running Networks. I "Neural Computation" 4, 243{248 (1992).

[Svarer 93] Svarer, C. , Hansen, L. K. & Larsen, J. : On Design and Evaluation of Tapped-Delay Neural Network Architectures. The 1993 IEEE Int. Conference on Neural Networks, San Francisco. Eds. H. R. Berenji et al., 45{51, (1993).

[Thodberg 91] Thodberg, H. H. : Improving Generalization of Neural Networks Through Pruning. I "Int. J. of Neural Systems" 1, 317-326 (1991).

[Tingle¸ 93] Tingle¸, O. et al. : Nye noter i optimeringsalgoritmer. Numerisk Institut, DTU (1993).

[Tsonis 94] Tsonis, A. A. : Chaos From Theory to Applications. Plenum Press, New York (1992).

[Weigend 90] Weigend, A. S. , Huberman, B. A. , Rumelhart, D. E. : Predicting the Future: A Connectionist Approach. I "Int. J. of Neural Systems", vol. 3, 193-209 (1990).

[Weigend 94] Weigend, A. & Gershenfeld, N. A. (eds) : Time Series Prediction: Forecasting the Future and Understanding the Past. Vol. 15, Santa Fe Institure Studies in the Sciences of Complexity. Addison-Wesley (1994).

[Widrow 85] Widrow, B. & Stearns, S. D. : Adaptive Signal Processing. Englewood Cli¸s, NJ: Prentice Hall (1985).

[Williams 89] Williams, R. J. & Zipser, D. : A Learning Algorithm for Continually Running Fully Recurrent Neural Networks. I "Neural Computation" 1, 270{280 (1989).